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Introdução 


Galileu (1564-1642) afirmou que «em ordem a compreender o Uni- 
verso, temos de conhecer a linguagem em que foi escrito. E essa lin- 
guagem é a matemática.» 


Vejo a questão de outro modo. Para descrevermos sinteticamente 
os padrões da natureza, inventámos a matemática. Por isso, a história 
desta ciência dos padrões é uma história de seres humanos. De 
homens e mulheres, com uma determinada concepção dos fenóme- 
nos do mundo que nos rodeia. 


Esta história começa com a criação de símbolos escritos para 
representar números. O sistema de algarismos 0, 1, 2,3,4,5,06, 7,8, 
9, que usamos para escrever todos os números concebíveis, surgiu há 
cerca de 1500 anos, tendo os decimais não mais que 450 anos. Mas o 
conceito de número é muito antigo, e uma aquisição que levou milha- 
res de anos a conseguir. 


Os números (naturais) resultaram do reconhecimento de padrões 
observáveis na natureza. O padrão que designamos «três unidades», 
por exemplo, emerge do entendimento de que existe algo comum a 
um conjunto de três maçãs, de três crianças ou de três pedras. Contar 
e representar três coisas são uma forma de descrever esse padrão; 
hoje fazemo-lo com o símbolo 3, há muito tempo atrás seriam três 
marcas num pedaço de argila. 


Para muitos filósofos, a matemática é um produto da existência de 
números. «Deus criou os números (inteiros); tudo o resto é obra do 
Homem», escreveu o matemático alemão Leopold Kronecker (1823- 
-1891). Desse primeiro conceito derivaram todas as outras abstracções 
— pontos, linhas, planos, superfícies, figuras geométricas, funções,... — 
que enriquecem, e apenas existem, na «mente colectiva» da humani- 
dade. Até ao ano 500 a.C., a matemática era essencialmente o estudo 
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dos números, de cariz utilitário, para uso como uma espécie de «livro 
de receitas». Mais tarde, com os Gregos, passou a ser encarada como 
uma actividade intelectual, integrando elementos quer estéticos quer 
religiosos. Perto do final do século XIX, a matemática evoluiu para 
desafio do estudo do número, da forma, da mudança e do espaço, e 
das ferramentas mentais utilizadas nesse estudo. 


Actualmente, os matemáticos analisam padrões abstractos — 
padrões numéricos, padrões de formas, padrões de movimento, de 
comportamento, entre outros — que tanto podem ser reais como imagi- 
nários, visuais ou intelectuais, estáticos ou dinâmicos, qualitativos ou 
quantitativos, procurando sintetizá-los através de uma notação especi- 
fica, igualmente abstracta. Como estudo desses padrões, poucos são 
os aspectos da realidade humana que não são influenciados pela 
matemática; não são os padrões abstractos a essência do pensa- 
mento, da comunicação, da sociedade e da própria vida? Não estará 
esta reflectida na lógica, rigor e concisão das descrições e fórmulas 
matemáticas? Segundo G. H. Hardy (1877-1947), 


«Os padrões do matemático, tais como os do pintor ou do 
poeta, devem ser belos; as ideias, da mesma forma que as 
cores ou as palavras, devem combinar-se harmoniosamente. 
A beleza é o primeiro teste; no mundo não há lugar perma- 
nente para a matemática feia... Pode ser muito difícil definir a 
beleza em matemática, mas essa dificuldade existe em rela- 
ção a qualquer tipo de beleza — podemos não saber bem o 
que significa um belo poema, mas isso não impede que o 
reconheçamos como tal no momento em que o lemos.» 


A Mathematician's Apology, 1940. 


Ão propor-me desvendar humildemente o poder da matemática por 
meio da sua história tive de enfrentar o desafio de conceber uma 
estrutura leve para esta obra, um livro de divulgação científica geral e 
não um tratado exaustivo de tão amplo tema. Decidi estabelecer como 
fio condutor a invenção de um aparelho caro às actuais civilizações 
humanas, o computador, contando as mais marcantes histórias — de 
ideias, de pessoas — dessa jornada particular. Haverá alguns saltos 
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abruptos no tempo, diversos conceitos interessantes serão eclipsados, 
muito ficará por dizer. Existem, em língua portuguesa, algumas Histó- 
ria(s) globais da matemática razoavelmente concisas. Quanto ao pre- 
sente livro, espero que o leitor sinta ao descodificá-lo, como eu a 
redigi-lo, ter sido perpassado pela tal beleza e simplicidade da mate- 
mática e dos seus padrões. 





Números 





«Os números naturais parecem ser 
coisas muito simples e imediatas, 
mas as aparências iludem.» 


lan Stewart 
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Folheando livros sobre o desenvolvimento das crianças provavel- 
mente encontraremos que, pelos quatro anos de idade, conseguimos 
contar até dez e entendemos o conceito de número até três. Por volta 
dos seis anos seremos capazes do que os psicólogos designam 
«conservação do número»: a noção de o número de objectos perma- 
necer igual apesar de mudanças externas no arranjo ou forma. 


Keith Devlin acredita que o conceito abstracto de número é apren- 
dido, não inato. Podendo escolher, a mente humana prefere o con- 
creto ao abstracto. É-nos proposto que a abstracção não é uma capa- 
cidade espontânea, mas produto do nosso desenvolvimento intelectual 
e aprendizagem. Outros autores contrapõem que as competências de 
quantificação, envolvendo mais que contagem, estão presentes em 
crianças muito novas, as quais são capazes por exemplo de reconhe- 
cer relações do tipo «maior que» ou «menor que» entre valores numé- 
ricos. Estudos recentes têm mostrado que as crianças compreenderão 
as relações de ordem entre diferentes números de objectos numa 
idade em que não sabem ainda expressá-los verbalmente (dizer que 
são dois, três ou quatro brinquedos). 


Tal sugere que competências linguísticas notoriamente funcionais 
— premissa para um nível de abstracção mais elevado — não são 
necessárias para suportar o pensamento numérico. Conseguirão 
outros animais contar e ordenar números? Diversos trabalhos com 
símios levam a crer num sim. Pois os números estão por aí, em redor 
de nós, são factos naturais, bem como sete pedras serem mais que 
seis, duas juntas a outras três perfazerem cinco ou vice-versa. Mas 
pensar e escrever como 1,2,83,4,..., 7>60u2+3=342=-5, 
isso, na minha visão, é uma façanha de um certo estádio de desenvol- 
vimento do cérebro humano. 


A criação de símbolos numéricos, e assim a história da matemática, 
terá sido despoletada há cerca de 10.000 anos no Próximo e Médio 
Oriente, evidente em pequenos objectos de barro cónicos, esféricos, 
ovais e de outras formas utilizados como unidades de contagem, para 
saber o quanto existia de uma dada coisa. 
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Figura 1.1. Unidades de contagem em barro 





Objectos de barro encontrados em vestígios de comunidades agrícolas no actual 
Irão. Cada modelação representará um artigo específico; pensa-se que o artefacto 
mais à esquerda, na linha superior, representaria uma unidade de carneiros. 


Não é coincidência que estes objectos tenham surgido associados 
a sistemas de agricultura organizada. Podendo contar e, em certa 
medida, quantificar determinados aspectos ou factores ambientais, 
esses nossos antepassados adquiriram um maior controlo do rumo 
das suas vidas; produzindo e manipulando os tais artefactos de barro, 
permitia-se registar com alguma acuidade as provisões de cada agyri- 
cultor, planear as sementeiras e colheitas futuras ou fazer trocas com 
os vizinhos. Este sistema de enumeração, baseado na correspondên- 
cia um-para-um (uma «pedrinha» correspondia a um animal, um vaso 
de óleo, uma caixa de sementes, ...) apresentava já um grau razoável 
de especificidade, contudo distante do que pode ser conferido pelo 
uso de símbolos que traduzam uma determinada quantidade. Nesse 
caminho para a escrita simbólica, de números e também de palavras, 


que remonta ao Paleolítico, deparar-nos-emos com singelas marcas 
ou incisões feitas em argila ou osso. 


NÚMEROS 


Os primeiros esforços de escrita de números foram obviamente 
incipientes. Consistiam em pouco mais que séries de riscos num 
material friável, como |||||||l|l em representação do número 10. O 
mais antigo registo numérico conhecido é um osso da perna de um 
babuíno com diversos conjuntos de marcas feitos há aproximada- 
mente 37.000 anos; encontrado numa gruta das montanhas Lebombo, 
na fronteira entre a África do Sul e a Suazilândia, foi-lhe dada a desig- 


nação «osso de Lebombo»>. 


Figura 1.2. Osso de Ishango 
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Representação esquemática dos padrões de 
marcas no osso de Ishango, com a indicação 
de alguns dos números que provavelmente 
registam. 
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Uma inscrição similar existe num osso de lobo descoberto na 
antiga Checoslováquia, datado com cerca de 30.000 anos. As 57 mar- 
cas legíveis estão organizadas em onze grupos de cinco, com duas à 
parte; uma vez que 56 é o dobro de 28 — a duração, em dias, do ciclo 
da Lua -, tem sido avançada a hipótese de se tratar de um 
registo/calendário de dois meses lunares. Mais recente, com 25.000 
anos, o «osso de Ishango» (no Zaire) aparenta testemunhar a transi- 
ção para um raciocínio mais sofisticado, relutantemente constrangido 
por uma técnica ainda muito limitada de registo e manipulação. 


Embora possam parecer, à primeira vista, incisões aleatórias, 
nelas são reconhecíveis padrões matemáticos de uso corrente nos 
nossos dias. Uma das filas contém os números 11, 13, 17 e 19, o que 
soma 60, mais o facto de serem os números primos entre 10 e 20. 
Outra fila apresenta o 9, 11, 19 e 21, somando igualmente 60. Num 
terceiro conjunto terá sido experimentado o método de multiplicar 
números através de repetida duplicação ou divisão a metade. Ou, tal- 
vez, tudo não seja mais que outro calendário lunar. 


Convém recordar que estes artefactos foram produzidos na época 
que os arqueólogos designam Paleolítico Superior, geralmente esten- 
dido entre 40.000 e 10.000 anos atrás. O seu início coincide com o 
que se pensa ser a transição para um comportamento «moderno» da 
Humanidade, certamente revolucionária, tendo em conta que a anato- 
mia moderna do género Homo terá surgido há mais de 130.000 anos. 
Esse dito comportamento moderno corresponde à criação e desenvol- 
vimento de uma certa tecnologia e materiais culturais, concretamente, 
a utilização de lâminas em lugar de toscas, irregulares lascas rocho- 
sas como instrumentos cortantes; as lâminas são definidas como las- 
cas cujo comprimento é pelo menos o dobro da largura, sabendo-se 
que a preparação dos núcleos de pedra necessários à sua manufac- 
tura requeria uma elevada habilidade e tempo. Outros artigos e activi- 
dades caracterizam esta evolução; atente a figura 1.8. 
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Figura 1.3. Evidências, com base no registo arqueológico, 
de comportamento «moderno» em África 
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Diversos achados apontam para que a via em direcção à moderni- 
dade terá desabrochado no Paleolítico Médio, com o adorno pessoal — 
indicativo de um certo grau de pensamento abstracto, e com o trans- 
porte a longa distância de matérias valiosas — que implica uma profun- 
didade de planificação relevante. Numa perspectiva geral, as linhas 
apresentadas na figura 1.3 dizem-nos algo importante acerca da emer- 
gência do estádio humano moderno: atingido um determinado limiar 
civilizacional, também cognitivo, esse comportamento terá «explo- 
dido» e fabricado a complexidade social que se expandiu a partir do 
Paleolítico Superior; como sugeri atrás, uma mudança mais cultural 
que biológica. 

A mais popular teoria da evolução da inteligência hominídea é a 
hipótese social. Em poucas palavras, defende que a necessidade de 
lidar com uma crescente complexidade social — envolvendo padrões 
de subsistência cada vez mais exigentes, mas sobretudo uma mais 
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intrincada rede de relações imprevisíveis — representou uma pressão 
selectiva chave para uma maior inteligência. 


Figura 1.4. Complexidade social e inteligência 
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Não devemos, contudo, menosprezar a vertente ecológica da inte- 
ligência, dado que a vivência social não está divorciada do ambiente. 
Sabe-se que a complexidade da organização social nos primatas não 
humanos está directamente relacionada com a quantidade e distribui- 
ção dos recursos, principalmente alimentares, os quais determinam 
por exemplo a dimensão dos grupos e a proporção de fêmeas e, por 
via destes, o tipo de sociedade. Assim, se a complexidade social con- 
diciona a inteligência, e a ecologia influencia aquela, podemos concluir 
que um factor ligado aos recursos ambientais se intrometeu na evolu- 
ção da inteligência humana. 


Um outro progresso humano, paralelo ao da inteligência, esteve 
envolvido na complexificação do pensamento racional e, por conse- 
quência, na instituição dos números como «coisas». Refiro-me à lin- 
guagem. Esta pode não ser fundamental para intuir a existência de 
números e de relações numéricas naturais, mas estará na base da 
sua utilização como objectos abstractos. 
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A causa mais óbvia para o aparecimento da linguagem começou 
por ser o seu desenvolvimento no contexto em que se afigura inequi- 
vocamente útil: a comunicação. Recentemente, o foco das explicações 
da origem da linguagem transferiu-se para o «mundo» mental interior 
e para o contexto social. Diversos investigadores consideram que o 
papel da linguagem na comunicação evoluiu inicialmente como um 
efeito secundário do seu papel fundamental, o de construção mental 
da realidade. Para Harry Jerison, podemos ver a linguagem como uma 
expressão de uma rede neural por detrás da formação de uma imagjís- 
tica mental; «Necessitamos da linguagem mais para contar histórias 
que para dirigir acções» (figura 1.5). E isto conduz-nos de volta aos 
primeiros tempos da agricultura, e as já mencionadas figuras de barro. 


Figura 1.5. Origem e funções da linguagem 
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Embora a comunicação seja uma função importante da linguagem 
oral, a sua génese e funções relacionadas desenvolveram-se em 
torno da criação de uma melhor representação ou imagem do 
mundo material e social dos nossos antepassados. 
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Com o desenvolvimento das práticas agrícolas, os habitantes da 
Mesopotâmia abandonaram os modos de vida nómadas em favor de 
povoações permanentes, num conjunto de cidades-estado como Babi- 
lónia, Eridu, Lagash e Ur. Os tais símbolos em barro propagaram-se 
por toda a região, mantendo-se o sistema que baseavam relativa- 
mente inalterado até cerca de 3.000 a.C. 


Por essa altura, em resultado do crescimento das cidades, do esta- 
belecimento das religiões e da necessidade de governos mais 
organizados — traduzindo-se em novas exigências linguísticas e sim- 
bólicas — a estrutura social complexificou-se notoriamente. Símbolos 
físicos, com o seu volume e peso, reclamando lugar num espaço finito, 
não podiam satisfazer relações, transacções cada vez mais frequentes 
e elaboradas. 


Figura 1.6. Símbolos babilónicos para os números 1 a 59 


T 
T 
Wr 
Y 
W 
dd 
id 
W 
W 
4 





NUMEROS 21 


De uma fase inicial de inscrições simples feitas em tábuas de 
argila húmida os recém-criados símbolos evoluíram para pictogramas, 
a representação de palavras por meio de figuras esquemáticas que 
procuram expressar o que aquelas significam. Para uma mais fácil e 
rápida interacção humana, a tendência foi uma célere simplificação 
dos pictogramas, que assumiram a forma de uma montagem de um 
certo tipo de impressões-padrão cunhadas, daí o nome «escrita cunei- 
forme». À fim de simbolizar números, os babilónicos valeram-se de 
dois tipos de impressão: uma fina marca vertical para representar o 
número 1, e uma mais espessa, horizontal, para o número 10. Estas 
marcas eram, então, montadas em diferentes arranjos para indicar os 
números 2 a 9 e 20 a 50. Tal esquema terminava no 59; o passo seguinte 
foi atribuir à marca fina um segundo significado, o de número 60. 


Terminando no 60 deduzimos que o sistema de escrita numérica 
da Babilónia era de «base 60», o que quer dizer que um dado símbolo 
representava um certo número entre 1 e 60, ou 60 vezes esse número 
ou 60 x 60 vezes esse número, ou ..., dependendo da posição em 
que surgisse escrito. Esta actuação é correspondida no actual modo 
ocidental — de «base 10» — de escrever números, em que a posição 
do símbolo poderá representar uma multiplicação por 10, 100, 1000, ...; 
por exemplo, no número 555, o 5 mais à esquerda assinala o valor 
500 (5 x 100) e o do meio o valor 50 (5 x 10). No sistema babilónico, 
uma sequência de três símbolos do número 5, WO DO O, tinha um sig- 
nificado diferente. Sabendo que o primeiro símbolo ad representa 
5 x 60 x 60 (=18.000), o segundo 5 x 60 e o último 5, poderá o leitor 
dizer que número estava marcado por WO RO WO 91 


O presente dia a dia inclui algumas relíquias do sistema babilónico. 
Os 60 segundos de um minuto, os 60 minutos de uma hora e os 360 
graus de um círculo fazem parte do legado dos fundadores da agricul- 
tura. E, enquanto os habitantes da Mesopotâmia perseveravam em 
moldar o futuro com marcações cuneiformes nas suas tabuinhas de 
barro, um outro povo, mais a ocidente, seguia o seu próprio rumo. 


Uma das mais importantes civilizações antigas floresceu em torno 
do rio Nilo e respectivo delta entre 3.150 e 31 a.C., com um período 


(1) A resposta é 18.000 + 300 + 5 = 18.305. 
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«pré-dinástico» que recuará até ao distante ano 6.000 a.C. Os Antigos 
Egípcios eram construtores dotados e escritores-registadores com- 
puisivos, reflectindo talvez um sistema social impregnado de intrinca- 
das crenças e cerimónias religiosas. A sua evolução cultural levou a 
que, por volta de 3.400 a.C., a redacção de números consistisse na 
utilização combinada de símbolos para os números 1, 10, 100, 
1.000, ..., 1.000.000, potências de 10 naturalmente, abrindo caminho 
para o nosso sistema decimal. 


Figura 1.7. Antigos hieróglifos egípcios 


1.000 10.000 100.000 1.000.000 


Antigos hieróglifos usados no Egipto para representar os números; com eles 
era possível indicar os números 1 a 9.999.999, repetindo os símbolos até 
nove vezes e, depois, combinando os padrões. 


Por exemplo, para escrever o número 5.724, os Antigos Egípcios 
agrupavam cinco símbolos de 1.000, sete símbolos de 100, dois do 
número 10 e quatro do 1; no total, dezoito símbolos! Face a esta 
inconveniência, o sistema numérico egípcio evoluiu para outro em que, 
a par de símbolos específicos para 1 a 9, existiam indicações próprias 
das diferentes dezenas, centenas e milhares. Esse sistema cifrado, 
sendo o mais antigo conhecido o sistema hierático (em uso entre 
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1.600 e 1.000 a.C., com símbolos como A e &1, para duas dezenas e 
seis centenas respectivamente, ou so” para oito centenas e uy para 
o número 3.000), permitia expressar os números de um modo mais 
prático. 

Contudo, envolvendo uma maior variedade e número de símbolos, 
o sistema acabava por dificultar a sua aprendizagem e difusão. Em 
parte espontânea, a evolução para os sistemas cifrados também terá 
tido um carácter de premeditação, a fim de se cumprir um certo propó- 
sito social. É que um sistema complexo acentuava a aura «mágica» 
dos números, e assim reforçava como elite, poderosa, o restrito grupo 
daqueles que os dominavam. Uma situação bem diferente caracteriza, 
hoje, a nossa civilização global. 

Os símbolos actualmente em uso na comunicação internacional, 
baseada num sistema decimal, derivam de números ditos hindu-ára- 
bes para reflectir a sua origem na Índia e posterior desenvolvimento 
na região arábica. Os mais remotos símbolos indianos, os numerais 
Khasrosthi (utilizados entre 400 a.C. e o ano 100 da era cristã), em 
pouco diferiam dos do sistema egípcio, representando os números 1 a 
8 como 


Lo om HW oX IX IHIXIHIIX XX 
1 2 3 4 5 6 7 8 


juntando-se-lhes um símbolo especial para 10. Um sistema surgido 
por volta de 300 a.C. compôs o passo seguinte no caminho para o 
simbolismo moderno. Os numerais Brahmi 1 a 9 eram 


== Eb e 7 GS 7? 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 


Se adicionarmos um traço diagonal aos «riscos» do número dois, 
ou uma linha vertical no lado direito dos «riscos» do número três, reco- 
nheceremos de imediato dois dos símbolos numéricos (2; 3) do nosso 
actual dia a dia. O sistema Brahmi era ainda um sistema cifrado, com 
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símbolos próprios para 10, 20, 30, ..., 100, 200, 300, e por aí adiante. 
Depois desse surgiu o sistema Gupta, a que se seguiu o de Nagari; no 
âmago eram idênticos, apenas diferindo os símbolos. 


Apesar de algumas lacunas, compreende-se que os sistemas cifra- 
dos — com símbolos distintos para os diversos múltiplos de 10 ou 100 
— tenham persistido por centenas de anos na história da matemática: 
se lidássemos apenas com símbolos para os números 1 a 10, como 
lerífamos o termo «dois cinco»? Como 25, 205 ou 250, por exemplo? 
Esta dúvida não ocorre nos sistemas posicionais, que muito devem a 
um certo conceito, e símbolo, que será explorado no próximo capítulo. 


Num sistema posicional, o significado de um símbolo está ligado à 
sua posição no número; em 12, o símbolo 1 representa o valor dez, 
não a unidade, enquanto em 152 representa uma centena. O primeiro 
sistema posicional terá sido desenvolvido na Mesopotâmia. Antes de 
400 a.C. (a datação é imprecisa) os Babilónicos terão introduzido um 
símbolo especial para assinalar uma posição ou valor em falta — 
«interpretável» — na notação numérica, o que foi aproveitado mais 
tarde pelos Hindus. Estes, nos primeiros séculos da era cristã, recorre- 
ram a um ponto inflado (e) para escrever, por exemplo, 25e; atendendo 
ao contexto, que podia ser «número de cabeças de gado do sr. X» ou 
«número de elementos do exército do chefe Y», ao leitor era fornecida 
uma ideia da grandeza do número em causa ao mesmo tempo que se 
estimulava a imaginação (seriam 250 ou 2.500 cabeças de gado? 
2.500 ou 25.000 guerreiros?...). A partir do ano 400 d.C. o sistema 
posicional encontrava-se generalizado na Índia, já com o conceito de 
zero mas sem um símbolo próprio. 


O sistema numérico hindu espalhou-se então pelo mundo árabe, 
tendo sido relatado o seu uso na Síria em 662 e no Iraque nos anos 
700. Um importante veículo dessa disseminação foi o livro Brahmas- 
phutasiddhanta (A Abertura do Universo), escrito em 628 pelo mate- 
mático indiano Brahmagupta. Mais tarde, o tratado Sobre o Uso dos 
Numerais Indianos (Ketab fi Istimal al-'Adad al-Hindi), elaborado em 
830 pelo matemático árabe Al-Kindi, afirmou solidamente o potencial 
de uns meros dez algarismos para representar qualquer número e rea- 
lizar os cálculos necessários. A ideia acabou, obviamente, por chegar 
a Europa. 


NÚMEROS 2s 


A fusão conceptual hindu-árabe começou por penetrar através de 
Espanha, na época sob o domínio mouro. O primeiro texto europeu, 
logicamente espanhol, a revelar o novo sistema numérico data de 976. 
Outra via significativa para a mudança foi Itália. Perto das fronteiras 
norte da região árabe, era inevitável que ocorresse um intercâmbio de 
ideias ao nível de portos como Génova, Pisa e Veneza. Mais uma vez, 
a complexificação do transporte de mercadorias e das trocas comer- 
ciais funcionou como catalisador da evolução matemática. À medida 
que o comércio convertia a Europa num lugar mais próspero emer- 
giam novas exigências de contabilidade e taxação fiscal. Tendo os 
números que ser escritos, para efeitos legais e de registo, importava 
possuir um sistema de notação numérica tanto prático como rigoroso. 


Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci, viveu entre 
1170 e 1250. Acompanhou o pai, diplomata, em diversas viagens pelo 
norte de África, onde ocorreu um feliz encontro com o sistema árabe 
de escrita dos números. Digo feliz por Leonardo ter entendido a rele- 
vância de tal sistema e, em consequência, publicado a obra Liber 
Abbaci em 1202, ajudando a consolidar aquela que é, actualmente, a 
mais difundida forma de notação numérica. Nesse livro escreveu que, 
em Bugia (agora Argélia), «quando fui introduzido na arte dos nove 
símbolos indianos por meio de um ensino notável, cedo o conheci- 
mento dessa arte se tornou um prazer acima de qualquer outro». Foi 
por este estado de espírito que Leonardo redigiu Liber Abbaci como 
um compreensivo texto de aritmética, abundante em tópicos relaciona- 
dos com o comércio e a conversão cambial, para que deixassem de 
ser aparentes, mas reais, as vantagens da notação hindu-árabe. E 
assim nos aproximámos dos nossos familiares 1,2,3,4,5,6,7,8€e9. 


Figura 1.8. Evolução dos símbolos numéricos ocidentais 


Sistemas: 


Árabe — 900 d.C. LO rr E Es 
Espanhol — 1000 d.C. | CARL SISTV SS 
2 3 4 GG 


Italiano — 1400 d.C. | 
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A transformação dos símbolos evidenciada na figura não é casual, 
e o leitor discernirá facilmente o que subjaz a essa evolução se se der 
ao trabalho de contar os ângulos existentes em números escritos 
numa forma linear recta: 


1 1 1 1 1 2 12 12 
1 2 2 sla Is 4 7 314 
2 3 615 

2 3 54 5 6 78 98 


Perante esta constatação, não mais perguntará o motivo de o zero 
ser representado hoje por uma linha curva fechada... Mas talvez se 
interrogue sobre a fundação do nosso sistema numérico numa base 
«10». 


Um sistema decimal deve o seu nome ao facto de ser 10 o ponto a 
partir do qual deixamos de contar elementos/unidades e começamos a 
contar conjuntos; «10» significa «todos os dígitos unitários que temos, 
mais um». Este sistema terá surgido por possuirmos dez dedos nas 
mãos. Na comunicação entre pessoas de diferentes culturas e línguas, 
é quase certo atingir uma consonância valendo-se dos dedos para 
contar ou representar um número simples. Devido também à nossa 
anatomia manual, algumas culturas habitando actualmente as Filipinas 
e a Indonésia, tal como outras do passado, caso dos Incas, desen- 
volveram um sistema de base «5». Um outro sistema, binário («base 
2»), com Os símbolos O e 1 apenas, é utilizado nos computadores para 
designar um de dois estados possíveis, verdadeiro ou falso, carga 
eléctrica negativa ou carga positiva, por exemplo. 


=] 
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Figura 1.9. Correspondência entre sistemas de diferentes bases 


cerne [TT [Epo pe po To 


no sistema decimal equivalem, nos seguintes sistemas, a: 





Vender e comprar uma dúzia de ovos é um resquício na sociedade 
moderna de um sistema de base «12». 


Retornando ao sistema binário, no lugar de unidades, dezenas, 
centenas ou milhares tem-se sequencialmente 1, 2, 4, 8, 16, 32, 04, 
128, ..., ou seja, potências de 2, cada uma o dobro da anterior; num 
computador, o «nosso» número 100 é decomposto em 64 +32 +4 e 
armazenado na forma 1100100, pois 


100 = 1x604+1x32+0x16+0x8+1x4+0x2+0x1 
Uns e zeros... O «um» é intuitivo, ligado a algo real, contável: 
«uma» maçã, «um» berlinde. Somente a partir de certa idade somos 
capazes de dizer que estão «zero» maçãs numa caixa vazia. É um 
número estranho, que existe para «contar» o que não existe, e, no 
entanto, tão importante. 





Zero 


«(Como pode algo existir e, 
simultaneamente, ser nada?» 


Timothy Gowers 
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Quer os Antigos Gregos, que vários avanços importantes imprimi- 
ram à ciência e à matemática, quer os Romanos, famosos pelos seus 
feitos de engenharia, não possuíam um meio efectivo de lidar com o 
número de maçãs numa caixa vazia. Não contavam o «nada». 


Hoje, falamos de zero! graus de longitude, zero graus de uma 
escala de temperatura ou em gravidade zero; temos um nome e um 
símbolo para o «nada», sem o qual, num sistema de base «10», sería- 
mos incapazes de distinguir 2 de 20, nem 24 de 204 ou de 240. 


Nenhum símbolo específico foi necessário enquanto o zero signifi- 
cou apenas a ausência de objectos contáveis. Tornou-se incontorná- 
vel quando surgiram os sistemas numéricos posicionais, embora, pri- 
meiramente, tenhamos recorrido a um espaço em branco ou a uma 
pinta (e) para marcar a posição pretendida, como a das dezenas em 
7e5. A civilização Maia usou um símbolo para zero desde tempos 
recuados mas a estreia na Europa de um tal símbolo tem a sua origem 
na Índia no primeiro milénio desta era. 


Brahmagupta, nascido em 598, tratou o zero como um número real, 
apresentando-o como a linha curva fechada que nos é familiar e esta- 
belecendo algumas regras para trabalhar com ele. Na sua Abertura do 
Universo escreveu, entre outros princípios, que a soma de zero com 
outro número é igual a este número, que a soma de zero com zero 
dá... zero, que um número multiplicado por zero resulta em zero, e que 
zero a dividir por qualquer outro número é também igual a zero. Se as 


primeiras regras surgem óbvias, a última talvez seja um pouco menos. 


Foi o já nosso conhecido Leonardo de Pisa, com o seu Liber 
Abbaci, quem «ratificou» na Europa o conceito de zero como número, 
logo com valor aritmético. Não totalmente esclarecido nessa altura. 
Teríamos de esperar pelo matemático veneziano Luca Pacioli (1445- 
-1517) para ser produzido o primeiro texto europeu sobre a utilização 
apropriada do zero. E essa é: 


— 0+a = a, para qualquer número a. 





(1) A palavra zero deriva da palavra árabe sifr, que significa «vazio». 
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— 0x a=0, o que é compreensível com uma argumentação 
concreta do tipo «O x 3 significa somar (a multiplicação é uma 
síntese da adição) nenhuma vez três, sendo assim zero». 


— Y%. = O, pois esta expressão equivale a O = a x O, que sabe- 
mos, agora, ser espontaneamente inteligível. 


— Menos provável de ser intuído é o resultado de E Se pers- 
pectivarmos a situação % como % = b, podemos deduzir 
que 7 =0xb e, daí, que 7 = 0, o que não tem sentido, pois 
não? Uma forma de contornar esta implausibilidade é admitir 
que, sendo 74 um número, este é indefinível. O matemático 
indiano Bhaskara, nascido em 1114, sugeriu na sua obra Lila- 
vati que um número dividido por zero é (o) infinito. Tal ideia 
adquirirá algum sentido na mente do leitor se se recordar que, 
quanto menor for o número por que dividimos, maior é o resul- 
tado da divisão; por exemplo, 7 a dividir por 0,1 é igual a 70, 
enquanto 7 a dividir por 0,01 (um valor mais próximo de zero) 
dá 700. Com divisores sucessivamente mais pequenos, o quo- 
ciente é cada vez maior, maior... Na derradeira «pequenez», 
zero, a solução deverá ser um valor incontável. Estabeleceu-se 
então que 


O símbolo de infinito, co, escolhido por ser uma curva que pode 
ser traçada interminavelmente, foi utilizado pela primeira vez em De 
Sectionibus Conicis (Sobre as Secções Cónicas), de 1655 e autoria do 
matemático inglês John Wallis (1616-1703). 


Considerada uma das mais relevantes criações e entidades mate- 
máticas, ao ponto de o italiano Giuseppe Peano (1858-1932) ter fun- 
dado parcialmente nele a aritmética, o zero não pode deixar de ser 
usado para introduzir uns números especiais. Entre os axiomas publi- 
cados por Peano encontram-se: 

— zero é um número; 

— O Sucessor imediato de um número é igualmente um número; 

— zero não é o sucessor imediato de qualquer número. 
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O último axioma faria pensar um leitor mais desatento que apenas 
pode contar de zero para diante, nunca para trás, por exemplo —1, 
—-2 ou -3. Ironicamente, o zero está envolvido na pista para os 
números ditos negativos, pois fazendo 


2-0 

damos como resposta «2», solução que não serve para 
O -2, 

que é igual a 


—2. 


Os números negativos não emergem directamente da realidade 
física, percepcionada no quotidiano, na medida em que não vemos 
«—-2 >» maçãs ou «-2 » automóveis. Mas tornam-se aceitáveis no 
contexto antrópico de posse ou propriedade, onde são úteis para indi- 
car um débito (de dinheiro ou bens); se devemos 2 euros, ganhando 
entretanto 3, o nosso saldo será 1 euro: -2+3=1. 


A primeira menção a este tipo de números aparece num texto chi- 
nês denominado Jiuzhang Suanshu (Os Nove Capítulos da Arte Mate- 
mática), uma compilação feita por diversos autores desde o segundo 
século a.C. até ao primeiro da era cristã. No início desta, os Chineses 
utilizaram, no lugar do ábaco, um sistema de contagem baseado em 
pequenas varetas dispostas em padrões precisos para representar 
números. 


Figura 2.1. Padrões numéricos de varetas na Antiga China 


E O] 


dps 


8 
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Na figura 2.1, a fila superior revela os padrões heng, os quais 
representavam unidades, centenas, dezenas de milhar, ..., de acordo 
com a sua posição numa sequência desses símbolos. Na fila inferior 
observamos os padrões tsung, que indicavam, por sua vez, as deze- 
nas, milhares ou centenas de milhar. Logo, na designação de um 
número elevado, os Antigos Chineses alternavam os dois tipos de 
símbolos. 

Para resolver um sistema de equações simples (lineares), varetas 
de cor diferente eram colocadas sobre uma mesa respeitando arranjos 
sistematizados. As varetas vermelhas representavam os termos que 
era suposto adicionar, sendo as varetas negras usadas para os ter- 
mos a subtrair. Na resolução do sistema de equações que codificaría- 
mos, hoje, como 


no die 
x+5y =7 


os Antigos Chineses escrevê-lo-iam na forma de uma tabela com duas 
colunas (figura 2.2): uma coluna com os números 8, 2 e 4, e outra com 
os números 1,5 e 7. 


Figura 2.2 





ZERO Efe) 


A dicotomia vermelho/negro não era uma forma consciente de dife- 
renciar os números positivos dos negativos, mas marcou o início de 
uma conceptualização dos números negativos, os cheng fu shu. Estes 
passaram a ser representados por meio de uma vareta disposta 
diagonalmente sobre o arranjo de varetas correspondente ao número 
positivo. A matemática europeia absorveu os números negativos a 
partir de diversos textos hindus, alguns de data incerta. Sabe-se, no 
entanto, que o sinal «-» foi utilizado pela primeira vez para indicar 
números negativos em 1489, por Johannes Widmann. 


A utilidade dos números negativos não se cinge ao domínio das 
dívidas ou saldos contabilísticos. A sua aplicação nas escalas de tem- 
peratura, por exemplo, acabou por recompensar o zero pelo papel que 
desempenhou na existência desses números, pois, se é certo que os 
negativos derivam do estatuto do zero, este deve a tais números um 
significado que vai para além da noção de «nada». 


Zero maçãs são nenhuma maçã, mas zero graus Celsius (ou centí- 
grados) são alguma coisa. A escala Celsius de temperatura assenta 
em escolhas humanas. Foi criada dividindo em 100 partes iguais o 
intervalo entre o ponto de congelamento e o ponto de ebulição da 
água, respectivamente, a temperatura (à habitual pressão atmosférica) 
em que a água pura congela e em que a água pura se converte em 
vapor. Ao primeiro ponto associou-se o número O, graus centígrados 
obviamente; grosso modo, é a temperatura! à qual a água, gelo e 
vapor estão em equilíbrio. Contudo, existe frio mais frio que 0 ºC. 
Pode ir até —273ºC, ponto em que se atinge o valor mínimo de ener- 
gia interna de qualquer sistema físico, em que as partículas ou molé- 
culas da matéria não vibram. 


«Começando» no ponto de congelamento da água, a escala Cel- 
sius não é uma medida da temperatura fundamental ou absoluta; é 
uma escala de conveniência, o que tem uma consequência interes- 
sante: o zero não é apenas zero mas sim uma referência, na qual 


ancoramos parte considerável do nosso raciocínio matemático. 


(1) Na realidade, é 0,01ºC. 
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A interiorização do Zero e dos números negativos levou os mate- 
máticos a falarem no conjunto dos números inteiros (Z)! que são 


-00...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...+0 


O que se destaca de imediato é a simetria: para qualquer número 
existe um outro que, somado, origina o zero. Significa que nos pares 
de números (- 1, 1), (2, 2), (3, 3), e outros similares, cada ele- 
mento do par é um reflexo — em torno do zero — do outro elemento; O é 
o par de si mesmo. 


Esta bela simetria faz-me pensar que o zero, enraizado no «nada», 
revela-se também e estranhamente a chave da abóbada, o «tudo». 
Igualmente inspirado pela aura do zero, o matemático americano G. B. 
Halsted (1853-1922) reformulou o Sonho de Uma Noite de Verão, de 
Shakespeare, para afirmar tal número como um motor de progresso, 
que, «dando ao nada um lugar e um nome, uma imagem, um símbolo, 
também um poder útil, expõe o carácter do espírito hindu do qual bro- 
tou». 


(D) O leitor reparou na letra escolhida?... 





Aritmética 


«O milagre da adequação da linguagem matemática 
à formulação das leis do mundo é um dom maravilhoso, 
que não compreendemos nem merecemos. » 


Eugene P. Wigner 
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Contar é importante, mas a utilidade dos números não se esgota 
nisso. As circunstâncias práticas da vida quotidiana obrigaram, desde 
cedo, a trabalhar os números de forma mais sofisticada. Adicionar, 
subtrair, multiplicar e dividir são a essência da aritmética. 


As regras básicas da aritmética são inferidas e ensinadas às crian- 
ças a partir de situações concretas dos problemas que a nossa reali- 
dade física levanta. Vejamos um exemplo, adaptação do que existe 
num manual de matemática do 1º ano do primeiro ciclo do ensino 
básico: 


Há 3 berlindes dentro da caixa Estão <.. berlindes dentro 


. 


e vamos colocar mais 2. da caixae. à fora. 
Quantos ficarão na caixa? Se os colocarmos todos dentro 


322 Mão 5 da caixa, ficarão. +... 


cu 


Do Loto hão 


a 


Podes escrever 3 +2=5 





Quanto ao ensino e treino da subtracção, o procedimento é equiva- 
lente: 


O João tinha 4 pássaros na gaiola e deixou fugir 1 deles. Com 
quantos pássaros ficou? 





40 UMA HISTÓRIA DA MATEMÁTICA 


O que estes exemplos suscitam é a adição, subtracção, multiplica- 
ção e divisão serem propriedades intrínsecas aos números e, assim, 
factos naturais. Talvez devamos expandir a visão de Kronecker, 
incluindo a aritmética no portefólio curricular de Deus... 


À medida que os números com que lidávamos iam crescendo em 
dimensão e complexidade, e os nossos dedos se tornavam insuficien- 
tes, também aumentava a nossa necessidade de instrumentos que 
ajudassem (mecanizassem, seria o ideal) a concretização das opera- 
ções aritméticas. O caminho para as calculadoras padrão que, nas 
actuais salas de aulas, os alunos expõem à luz dos candeeiros ou 
janelas para alimentar pequenas células fotovoltaicas terá principiado 
com um simples sistema de pedrinhas, conchas ou nós. Os Yoruba, 
uma tribo de África Ocidental, usavam conchas de cipreias para repre- 
sentar objectos que eram computados em grupos de 5, 20 ou 200, por 
exemplo. Na América Central, os Incas recorriam aos khipu — conjun- 
tos de fios de lã ou algodão com nós — para operar e registar números 
relativos a censos populacionais, colheitas ou bens armazenados. 


Figura 3.1. O khipu apresentado é originário do Peru 
de há cinco séculos atrás 
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A posição de cada grupo de nós estava relacionada com a respec- 
tiva grandeza, se unidades, dezenas, centenas ou outra; o Zero indi- 
cava-se com ausência de nós numa determinada posição. Na posição 
correspondente às unidades, o valor em causa era representado pelo 
número de voltas de um único mas longo nó. Tratando-se de dezenas, 
por exemplo o número 30, este surgia como 3 nós simples agrupados, 
num mecanismo de computação de números/posições múltiplos de 10. 
E o número 1? Caso fosse um nó de uma só volta podia ser confun- 
dido com o nó simples representativo do 10 e tratado como um erro. 
Os «contabilistas» incas, conhecidos como quipucamayocs (guarda- 
dores de nós) resolveram o problema adoptando um nó em forma de 8. 


Mais remota ainda é a utilização de tabelas numéricas com os 
resultados de diferentes cálculos aritméticos, sobretudo multiplicação. 
Tábuas de argila com tais tabelas estavam difundidas na Mesopotã- 
mia antes de 2.000 a.C., o que faz supor que estas «cábulas» serão 
produto dos primórdios da matemática escrita. Reforça a minha con- 
vicção de a aritmética ser tão espontânea quanto os números que 
manipula. 


Claro que as referidas tabelas em barro, estáticas, eram ferramen- 
tas limitadas no seu alcance. Para que um instrumento apoiasse 
melhor os cálculos de nosso interesse, com números até uma certa 
magnitude, alguma coisa teria de «mexer». Entre os sistemas mais 
engenhosos encontra-se o conhecido ábaco, desenvolvido na Meso- 
potâmia também há mais de 4.000 anos atrás. 


De uma placa ou laje coberta de areia, onde eram escritos e ali- 
nhados números, o ábaco evoluiu para uma estrutura de madeira e 
metal com «linhas» paralelas em que deslizam «contas» mais ou 
menos esféricas. Nesta ferramenta calculadora, em uso nalguns locais 
do mundo actual, mais uma vez a posição da «conta» indica o respec- 
tivo valor, se se trata de unidades, dezenas, centenas, etc. O ábaco 
disseminou-se no Japão no século dezasseis da nossa era, sendo 
ainda utilizado nesse país, bem como na China e no Médio Oriente. 
Na Europa, os comerciantes a ele recorreram até ao século dezassete, 
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altura em que foi substituído por algoritmos! aritméticos escritos com 
os numerais hindu-árabes. 


Apesar de serem práticos, alguns algoritmos, como 16.384 x 7.458 
+ 10.479, apresentavam-se difíceis ou morosos de solucionar. No sen- 
tido de tornar os cálculos aritméticos mais manejáveis, o matemático 
escocês John Napier (1550-1617) criou, nesse século dezassete, O 
logaritmo, lançado no tratado Descrição do Extraordinário Cânone dos 
Logaritmos, de 1614. As primeiras tabelas de logaritmos foram publi- 
cadas em 1620 pelo matemático suíço Jobst Búrgi (1552-1632), que 
desenvolveu o conceito independentemente de Napier. 


Os logaritmos facilitam a execução de multiplicações e de divisões 
complexas, aproveitando o facto de se poder somar ou subtrair os 
expoentes de números na forma de uma certa potência: 


10 = 10! 
100 = 10! x 10! = 102 
1000 = 10 x 100 = 10 x 102 = 10º 


2 = 2! 
4=2!x2! = 22 
8-2x4=-2x2º = 2º 


100000 + 100 = 1000 é equivalente a 
10º - 10º = 10º? = 10º = 1000 


No caso 125 = 5º, designamos o 5 como base e o 3 como 
expoente ou índice; 125 é 5 «levantado» a 3 (5 x 5 x 5). Será mais 
prático usar o número 3 em lugar de 125 num qualquer cálculo aritmé- 
tico. Podemos fazê-lo assumindo 3 como uma certa representação, 


(1) E 4 ES . a o s 
Um algoritmo é uma sequência finita de operações elementares para calcular ou resol- 
ver um problema. 
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bem definida, do número 125: 3 é o logaritmo de 125 na base 5, sim- 
bolicamente 
logs 125 = 83, 
assim como 
logio 100 = 2, visto que 100 = 102 
logio 1000 = logio 10º = 3 
Do que acabo de escrever transparece que o logaritmo é o 


expoente ou potência que um certo número (a base) necessita ter 
para originar um outro número. 


Deste modo, pode-se converter multiplicações ou divisões de 
números «complicados» em adições ou subtracções de números mais 
simples. Um exemplo: 


A B 
100000 x 1000000 = € 


que pode ser formulado como 
10º x 10º = C 
equivale a fazer 


Iog140 10º + log1o 10º = logio 4 x B 


que resulta em 


5 + 6 = logio € 
11 = logio € 


Qual é o valor de C, ou seja, de cem mil vezes um milhão? Na 
ausência de uma calculadora electrónica, um aluno, cientista ou 
comerciante do século dezassete ou da primeira metade do século 
vinte consultaria uma tabela de logaritmos para saber de que número, 
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11 é o logaritmo na base 10; por outras palavras, quanto é 10 «levan- 
tado» a 11? A resposta é 100.000.000.000. 


Em suma, para descobrir 4 x B, adicionamos os logaritmos de A 
e de B numa dada base e, de seguida, procuramos o inverso do loga- 
ritmo do resultado. Foi Henry Briggs, um professor de geometria da 
Universidade de Oxford, quem propagou o uso dos logaritmos deci- 
mais (base 10) na simplificação de cálculos aritméticos. 


Antes desta importante contribuição para a matemática Napier 
concebera um aparelho calculador que ficou conhecido como «os 
ossos de Napier». Tratava-se de um conjunto de cilindros rotativos 
com inscrições numéricas para proceder a multiplicações mais rápidas, 
visto não ser preciso escrever os números, mas limitando-se a imitar O 
método de «papel e lápis». 


Uma vez que o desenvolvimento dos logaritmos apoiou enorme- 
mente o trabalho científico, na astronomia em particular, que envolve 
cálculos complicados, não surpreende que tenha impulsionado o génio 
humano a canalizar alguma atenção à transformação das tabelas de 
logaritmos em mecanismos físicos. Estimulada pelo avolumar das 
operações aritméticas necessárias as crescentes actividades científica, 
comercial e financeira, a primeira versão de uma máquina de calcular 
comercializável surgiu em meados do século dezassete. Feita por 
Blaise Pascal (1623-1662) em 1642-483, procurava ajudar seu pai -um 
administrador em Rouen (França) — a lidar com taxações fiscais 
complexas. 


Designado Pascaline (ou Máquina Aritmética), o aparelho consistia 
numa caixa com uma engrenagem de oito rodas metálicas encaixadas 
em série. A rotação completa de uma roda fazia avançar a roda adija- 
cente 36º (um décimo de volta); a solução do cálculo era a composi- 
ção de algarismos visíveis na janelinha existente acima das diferentes 
rodas. Destinando-se exclusivamente à adição e subtracção, tinha iro- 
nicamente uma reduzida utilidade para o pai de Pascal, já que o sis- 
tema monetário francês da altura não era decimal: 12 deniers faziam 
um sol, e 20 sol's um livre. 


Pascal juntou ao seu interesse pela aritmética o estudo da pressão 
e da hidráulica, tendo construído um barómetro de mercúrio. Na época, 


ARITMÉTICA 45 


estando a questão na ordem do dia, Pascal defendeu a existência do 
vazio na parte do tubo libertada pela descida do mercúrio. Escreveu 
também sobre o cálculo de probabilidades e sobre geometria. Em 
1654 vive uma intensa experiência religiosa que o leva a recolher-se 
em Port-Royal) e, aí, dedicar-se a um ascetismo rigoroso. Impressio- 
nado pela cura, supostamente milagrosa, da sua sobrinha Marguerite, 
Pascal decidiu redigir uma apologia da religião cristã. 


Nessa reflexão destila uma angústia que pode ser entendida 
«como o tormento de um homem profundamente cristão face ao pro- 
gresso irresistível do saber científico, no quadro de um racionalismo 
que corre o risco de desembocar num mundo sem Deus»? Não deixa 
de ser curioso que a matemática, a muitos que nela se embrenharam, 
tenha estimulado o pensamento místico ou, então, sentimentos ambi- 
valentes acerca da ciência e da religião. A mim, por ora, impele a 
recordar Galileu. 


Depois de observar a Lua e o Sol com o telescópio que construíra, 
Galileu deslocou-se a Roma para descrever à corte pontifícia as con- 
clusões a que chegara. Afirmou, entre outras coisas, que podia provar 
matematicamente que a Terra gira em torno do Sol, não o contrário. O 
cardeal Bellarmine, principal teólogo da Igreja romana, contrapôs que 
a realidade física não é explicável pela matemática mas pelas Escritu- 
ras cristãs. Só que Galileu era um homem intelectualmente corajoso, 
não receando a controvérsia que muito provavelmente as suas ideias 
iriam atear. Pretendia substituir a autoridade da Igreja por uma nova, a 
da ciência, o que é deveras interessante, já que Galileu era o que se 
podia considerar um bom cristão. la à missa e comungava, ao mesmo 
tempo que, durante os sermões, observando as lanternas penduradas 
no tecto a balançar com a brisa, desenvolvia teorias sobre o movi- 
mento pendular. Acreditava que o céu podia ser estudado, compreen- 
dido, eventualmente controlado. 


Penso que, na sua fé simples e humilde tanto no Criador como na 
Natureza, Galileu procurou um consenso, um equilíbrio entre duas 


(1) Abadia cisterciense fundada no século treze, no vale de Chevreuse (França), e que 
viria a tornar-se no núcleo do Jansenismo. 


(2) Em Nouveau Larousse Encyciopédique, de 1994. 
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mundividências aparentemente antagónicas. Não desejava negar a 
existência de Deus, também não podia escamotear o papel que a 
ciência deveria desempenhar na vida dos homens. Que a verdade 
científica, derivada das observações e da comprovação matemática, 
era a única autoridade aceitável na Cidade do Homem — nome que 
Santo Agostinho dera, mais de mil anos antes, à realidade física —, 
não lhe suscitava a menor hesitação; a Igreja poderia continuar como 
autoridade na Cidade de Deus! Este teria «escrito» o mundo numa 
certa linguagem, necessariamente lógica e tangível e não uma qual- 
quer quintessência, cabendo ao Homem a tarefa de desvendar, nessa 
mesma linguagem, o mecanismo do mundo. Se realmente Deus não 
joga aos dados (Einstein), se criou um mundo que funcionará para 
sempre sem a Sua ajuda, tal como um relógio colossal, complexo e 
preciso (Descartes), então todos os problemas materiais podem ser 
reduzidos a uma forma e solução matemáticas... 


Regressemos às máquinas calculadoras. 


O passo seguinte para deixarmos de utilizar os logaritmos deci- 
mais nas nossas multiplicações e divisões mais exigentes foi a con- 
cepção da Máquina Diferenciadora (Difference Engine) por Charles 
Babbage (1791-1871), pensada, segundo o próprio, para «que todas 
estas tabelas [de logaritmos] possam ser calculadas por maquinaria», 
sem erros. 


Babbage iniciou em 1822 o design de tal máquina, que comporta- 
ria cerca de 2.500 peças, pesando no total perto de 14 toneladas. Não 
chegou a ser construída. Destino idêntico teve o seu projecto mais 
ambicioso, a Máquina Analítica (Analytical Engine), programável por 
instruções registadas em cartões perfurados; seria efectivamente o 
primeiro computador mecânico. Augusta Ada King (1815-1852), Con- 
dessa de Lovelace, ao conhecer os planos desta máquina, elaborou 
um programa para se calcular os números de BernoulliZ 


() O mundo espiritual. 
(2) Os números de Bernoulli são uma sequência de números racionais negativos e positi- 
vos importante na teoria e análise numéricas. 
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Figura 3.2 





À direita, Augusta Ada King, Condessa de Lovelace. A fotografia da esquerda mostra um 
exemplar do tear mecânico inventado por Joseph Jacquard em 1801; codificando um 
certo padrão trançado, cartões perfurados controlavam o funcionamento da máquina. 


Ada King era filha do poeta inglês Lord Byron e de Anne Milbanke, 
os quais se separaram um mês após o nascimento de Ada. Conheceu 
Charles Babbage em 1833 numa festa, ficando desde logo cativada 
pelo conceito da máquina diferenciadora. O seu entusiasmo levou-a a 
traduzir mais tarde Notions sur la Machine Analytique de Charles Bab- 
bage, do matemático italiano Luigi Menabrea, acrescentando algumas 
notas que podem ser consideradas reais amostras de programas com- 
putacionais. Denotando uma ampla compreensão do funcionamento 
da máquina, Ada escreveu que «a característica distintiva da Máquina 
Analítica (...) é a introdução em si do princípio que Jacquard" imaginou 
para regular, por meio de cartões perfurados, os mais complicados 


(1) Referência ao francês Joseph Marie Jacquard (1752-1834), inventor de um tear mecá- 
nico programável. 
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padrões de fabrico de coisas brocadas (...) Podemos dizer muito apro- 
priadamente que a Máquina Analítica tece padrões numéricos tal 
como o tear de Jacquard tece flores e folhas». 


Ada trabalhou com Babbage até à idade de 36 anos, altura em que 
foi vitimada por um cancro uterino. 


A primeira calculadora comercialmente bem sucedida, que viria a 
ser produzida em massa, foi construída em França, em 1820, por 
Charles Thomas de Colmar (1785-1870). O Aritmómetro, capaz de 
realizar as quatro operações fundamentais, empregava um meca- 
nismo de cilindro central com diversos dentes em forma de vareta, de 
diferentes comprimentos. Até 1920 foram vendidos cerca de 1.500 
aritmómetros, que acabaram por progredir para aparelhos com séries 
de discos dentados exibindo os algarismos O a 9. 


Com o tempo, a matemática foi exigindo máquinas cada vez mais 
poderosas, que contribuíssem com mais que aritmética simples, dado 
que muitos dos cálculos científicos ou financeiros podem ou têm de 
ser implementados como longas sucessões de operações aritméticas. 
Mas, se as máquinas auxiliam a matemática, também determinados 
princípios matemáticos ajudaram a conceber máquinas, o computador 
em particular, quer em aspectos chave do design quer no teste da sua 
concepção. Um desses princípios é a álgebra. 








Álgebra 


«E para evitar a repetição entediante 
das palavras é igual a, tratarei como faço muitas vezes 
nos meus trabalhos, um par de paralelas, 
ou linhas gémeas de um comprimento, 
porque nenhumas duas coisas 
podem ser mais iguais.» 


Robert Recorde 
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Para tornar mais abrangentes os métodos aritméticos, e serem 
assim mais úteis em múltiplos campos, introduzimos na matemática 
letras ou símbolos representativos de quantidades de interesse, variá- 
veis ou constantes. Pode ser d, para representar a distância percorrida 
por um automóvel, ou a letra grega x («pi»), para indicar o valor 
3,14159... (a razão entre o perímetro e o diâmetro de uma circunferên- 
cia). Estes símbolos podem ser combinados para especificar relações 
entre grandezas, como v = dft ou À = rr? , numa forma por nós 
conhecida como equações, talvez a mais familiar da álgebra. Define- 
-se álgebra como o domínio matemático da manipulação de símbolos. 


Embora os matemáticos sumérios e do Antigo Egipto lidassem 
com problemas envolvendo quantidades variáveis, que podiam assu- 
mir muitos valores diferentes, não foram capazes de os expressar 
como equações algébricas, somente como operações de números 
particulares. A passagem de um sistema de contagem escrito para um 
conceito de número e investigação das propriedades dos números — 
essencial para uma «ciência» dos números, com as suas sínteses 
generalistas (por exemplo, que o volume de um cilindro é igual a x 
vezes o raio do fundo ao quadrado vezes a altura, não interessando 
se o cilindro tem um raio de 10 ou 50 cm, ou uma altura de 35 ou 
70 cm) — ocorreu bem mais tarde. Conseguimo-lo quando fomos capa- 
zes de reconhecer os números como entidades abstractas, interes- 


sando-nos pelos padrões que os regem. 


Peço ao leitor que pense em 4 + 5. Agora, em 5 + 4. Chegou ao 
mesmo resultado em ambas as operações, não foi? Se sugerisse 
outros valores, a ordem da adição continuaria a ser irrelevante. Como 
representar esta propriedade — a comutatividade — da soma de núme- 
ros contáveis (os matemáticos dão-lhes o nome naturais)? Uma possi- 
bilidade é 


1+2=2+1 
2+3=3+2 
3+4=4+8 


4+5=5+4 
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Descrever desta forma um tipo de comutação aritmética é clara- 
mente moroso e cansativo. Embora o leitor compreenda que a utiliza- 
ção de números particulares é exemplificativa, que esses números 
podem ser livremente substituídos por outros (20 + 15 = 15 + 20, 
456 + 7 = 7 + 456, ...), este não é um meio prático de apresentar o 


princípio da comutatividade aditiva. Recorrendo a letras, 


a+b=b+a 


o caso muda de figura. Com esta representação estamos a enfatizar 
um padrão matemático e não a adição em si. É imperativo salientar 
que a utilização de uma terminologia algébrica, simbólica, para 
expressar de uma forma simples e legível uma determinada lei mate- 
mática implica, no leitor, a interiorização do carácter abstracto de 
número, que a e b indicam números naturais arbitrários. Logo, O 
importante é o padrão ou comportamento do número natural na adição 
independentemente dos valores que assuma (1, 5, 27, 4609, ...). O 
chamado «Papiro de Moscovo», um documento egípcio do ano 1850 
a.C., ajuda a ilustrar na perfeição o poder da síntese algébrica. 


Esse papiro contém instruções para determinar o volume de uma 
certa pirâmide truncada (pirâmide com um topo plano). Afirma o 
seguinte: 


«Se lhe disserem que tem uma pirâmide truncada com 6 de 
altura na vertical, por 4 de base e 2 na parte superior, eleve 
4 ao quadrado, resultado 16. Duplique 4, resultado 8. Eleve 
2 ao quadrado, resultado 4. Adicione 16, 8 e 4, resultado 28. 
Calcule um terço de 6, resultado 2. Duplique 28, resultado 
56. Veja, dá 56. Vai ver que está correcto.» 


E se a pirâmide tivesse 15 metros de altura, 30 m em cada lado da 
base e 10 m em cada lado do «tecto»? Sem a álgebra, duas opções 
estavam disponíveis: memorizar muito bem as instruções do papiro, 
ou andar com este (ou uma cópia) na algibeira. Qualquer uma delas 
obrigava a trocar os valores apresentados no papiro pelos valores do 
nosso interesse sem tropeçar na «receita» operativa; tanto uma como 
outra, opções pouco excitantes. Usando uma notação algébrica, ao 
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converter as instruções numa fórmula geral válida para todas as pirã- 
mides truncadas, o cálculo é simplificado: 


e — h(a? +ab+b2) 


V é o volume da pirâmide, h a sua altura, a o valor de cada lado da 
base e bo de cada lado da parte superior da pirâmide. 


O conceito de número abstracto e a formulação de regras compor- 
tamentais dos números naturais enraizaram-se apenas com o desper- 
tar da era matemática grega, cerca de 600 a.C. O desfecho do cami- 
nho então iniciado, hoje com mais de 2.000 anos, é expressarmos as 
regularidades da natureza em termos de equações (ou identidades) 
algébricas, resolvidas para determinar uma quantidade desconhecida 
a partir de uma outra cujo valor detemos. E perante esses factos, duas 
questões devemos colocar a nós mesmos. Uma é «Como consegui- 
ram os Antigos Gregos?» 


O primeiro passo em direcção ao raciocínio simbólico ocorreu no 
contexto da resolução de problemas. Diversos textos antigos, alguns 
remontando a um certo período babilónico (1800-1600 a.C.), confron- 
tam o leitor com informação acerca de uma quantidade desconhecida 
propondo a descoberta do seu valor. Uma dada tabuinha de argila 
babilónica diz que «eu encontrei uma pedra mas não a pesei; quando 
lhe juntei uma outra pedra, com metade do peso, fiquei com um peso 
total de 15 gin»; pede-se então ao 'aluno' que calcule o peso da pri- 
meira pedra. Como a quantidade desconhecida é actualmente repre- 
sentada pela letra x, podemos traduzir o problema da tabuinha em 


x+ À x=15 
2 


de que resulta x = 10. 


Estamos a usar símbolos para representar números, mas não é 
ainda álgebra. A álgebra gira em torno das propriedades das expres- 
sões simbólicas, trata de forma e estrutura e não apenas de números. 
Emergiu dos problemas e da abordagem matemática escolhida para 
Os resolver. A notação simbólica veio depois, tendo sido necessárias 
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algumas centenas de anos para desenvolver e consolidar o simbo- 
lismo algébrico dos tempos actuais. A designação «álgebra» surgiu a 
meio dessa evolução, do título de uma obra árabe do século nove da 
nossa era. Debruçar-me-ei sobre ela mais adiante pois agora devo 
recuar até 570 a 500 a. C. aproximadamente, altura em que viveu um 
erudito grego de nome Pitágoras. 


Tendo fundado uma escola em Croton, um povoado grego no Sul 
de Itália, Pitágoras e seus discípulos dedicaram-se ao estudo da har- 
monia (música), astrologia (astronomia), arithmetica (teoria dos núme- 
ros) e... da geometria, que destaco, uma vez que é impossível separar 
a álgebra da geometria, cujos problemas de planos e sólidos estimula- 
ram fortemente a conjectura e raciocínio abstractos. 


Das produções matemáticas dos pitagóricos a mais famosa é o 
«teorema de Pitágoras». O teorema estabelece que, em qualquer 
triângulo rectângulo, como o desenhado abaixo, 


o quadrado do comprimento da hipotenusa (A) é igual à soma do qua- 
drado do comprimento dos restantes lados, ou seja, ? = aº + b?. 
Não só por terem descortinado a relação entre o quadrado dos 
diferentes lados, também por apresentarem uma demonstração rigo- 
rosa que se trata de um padrão geral deste tipo de triângulos, os 
matemáticos pitagóricos alcançaram um feito notável para a época. E 
é igualmente relevante que tenham provado o teorema em termos 
essencialmente geométricos, como um resultado natural da relação 
entre as áreas dos quadrados que podem ser desenhados em cada 
lado do triângulo: 


ÁLGEBRA 98 


e o o a a e o e 





Os Antigos Gregos delinearam outros padrões abstractos, expres- 
sos como identidades (equações) algébricas, concebidos, uma vez 
mais, no seio de um pensamento geométrico. É o caso da relação 


(a+b) = a” + 2ab + b? 


Na obra Elementos, do grego Euclides (cerca de 330-260 a.C.), 
esta igualdade é enunciada do seguinte modo: «Se uma linha recta for 
cortada ao acaso, o quadrado do total é igual aos quadrados dos seg- 
mentos mais o dobro do rectângulo contido pelos segmentos». Como 
6?..., interrogar-se-á quem ler, no ano 2010 e seguintes, tal proposi- 
ção. À primeira vista parece uma formulação descabida, uma vez que, 
hoje, diremos que «o quadrado da soma de dois números, ae b, é 
igual a somar os quadrados desses números ao dobro de a vezes b». 
Para entendermos a opção de Euclides temos de ver como ele, o que 
ilustro seguidamente: 
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a+ b 


O diagrama mostra que a área do maior quadrado, a traço contí- 
nuo — (a + by- equivale à área do quadrado A (a?) mais a área do 
quadrado B (bº), mais a área do rectângulo C (ax b) e a área do 
rectângulo D (a x b). Sintetizando, 


(a+b2 =a +ab+ab+b” = a” + 2ab + b? 


Outros exemplos provariam que os padrões de maior interesse 
para os matemáticos gregos eram os de comprimento, ângulo, área e 
forma. Na realidade, pondo de parte os números contáveis, o conceito 
grego de número assentava na geometria, levando a apresentar os 
resultados sobre comprimentos, ângulos e áreas como comparações 
entre dois comprimentos, dois ângulos ou duas áreas; nós fazemo-lo 
usando simplesmente números inteiros ou fracções. Enquanto as 
tabuinhas babilónicas diziam ao leitor o que fazer mas não o porquê, 
assumindo-se assim como receitas, os estudos dos Gregos foram 
mais longe no caminho para um definitivo sistema algébrico! ao se 


(1) No sentido, «notação e métodos simbólicos». 
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preocuparem com, e explicar, as razões! das regularidades observa- 
das no mundo em redor. 


Centenas de anos após Pitágoras um outro matemático grego, 
Diofanto de Alexandria, contribuiu para implementar um sistema fiável 
de utilização de símbolos no lugar de quantidades desconhecidas, 
tendo desenvolvido novos métodos para solucionar problemas que 
seriam agora expressos como equações lineares (ax + b =0) ou 
quadráticas (ax? + bx + c = 0). É esse o foco da obra Arithmetica, 
que escreveu por volta de 250 d.C. Embora a sua notação difira signi- 
ficativamente da actual, teve o mérito de sumariar as variáveis, cons- 
tantes e respectivas operações, numa forma compacta. Fê-lo adop- 
tando certas variantes das letras do alfabeto grego, bem com símbolos 
próprios para o quadrado, o cubo e outras potências de um número. 


O sistema de abreviaturas de Diofanto foi um passo da evolução 
algébrica à frente da explanação meramente discursiva dos problemas, 
mas ainda aquém da explanação estritamente simbólica. O alcance 
teria sido maior se o autor tivesse procurado converter os seus méto- 
dos em soluções gerais, pois delineou-os apenas como soluções de 
problemas particulares. Os matemáticos árabes medievais viriam a 
desenvolver modos mais sofisticados para resolver equações, apesar 
de os expressar por palavras e não por símbolos. 


A palavra «álgebra» deriva da árabe al-jabr, empregue no título de 
um tratado redigido por Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi; o livro 
chamava-se Al-Kitab al-Jabr wa'l-Mugabala (Compêndio sobre Cálculo 
por Completação e Balanço). Os métodos apresentados são reconhecida- 
mente semelhantes aos ensinados nas escolas modernas para encontrar 
a solução de equações do tipo (na notação actual) ax? = bx, 


axº =c,bx=c,axº+bx=c,axº+c=bxebx+c=-ax?. 


(1) Esta concentração nas razões está por detrás do conceito de número racional, aquele 
que pode ser escrito como quociente (razão) de dois números inteiros. 
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Al-jabr significa «adicionar a mesma quantidade aos dois lados de 
uma equação», O procedimento que efectuamos quando, de 


Xx-—-3=5 
chegamos à solução x = 8: 

x-3+3=5+83 

x+0=8 


x =8 


Relativamente a a/-mugabala, esta tem dois significados. Num sen- 
tido específico, quer dizer «subtrair a mesma quantidade a ambos os 
lados de uma equação», o que fazemos ao passar de 


x+3=5 


para 


Mas associa-se-lhe igualmente um significado geral, o de «compa- 
ração». 


Al-Khwarizmi recorreu ao trabalho de Euclides, à geometria, para 
demonstrar ou representar a solução das equações quadráticas. Con- 
tudo, só depois de se libertar das limitações da geometria do mundo 
real é que a álgebra pôde progredir para um sistema na sua essência 
abstracto, relacionado mais com números do que com medidas ou 
quantidades. O movimento para uma notação plenamente simbólica 
sofreu um destacado «empurrão» com o Período Renascentista euro- 
peu, fase da História de intenso fervilhar intelectual com a recupera- 
ção do antigo conceito clássico de ser o Homem o centro da preo- 
cupação humana; o estudioso renascentista não procurará ser perito 
ou especialista num tema mas «instruído» em vários, capaz de abor- 
dar criticamente uma série de conhecimentos científicos ou culturais. 
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Após séculos dispendidos na recuperação e consolidação do 
legado árabe, os matemáticos europeus começaram então, a partir do 
século quinze, a contribuir de forma original para o desenvolvimento 
da álgebra. Uma importante simbologia, ainda rudimentar, entrou em 
cena nesta altura. Por exemplo, as letras p (da palavra italiana piu, 
mais) e m (de meno, menos) para abreviar, respectivamente, as ope- 
rações adição e subtracção; os símbolos + e — acabariam por se 
implantar no final do referido século repercutindo a sua utilização, 
pelos comerciantes alemães, para distinguir o peso a mais do peso a 
menos das mercadorias. 


Em 1557 foi a vez do símbolo = para a igualdade, criado pelo 
matemático inglês Robert Recorde (1510-1558); este escreveu que 
não conseguia conceber duas coisas mais idênticas que duas linhas 
paralelas com o mesmo comprimento. A tabela que se segue sintetiza 
a origem de alguns dos mais relevantes símbolos algébricos. 


Johannes Widmann, Alemanha, 
Rechnung auf allen Kauffmanschaften. 


Christoff Rudolff, Alemanha, 
Die Coss. 


Robert Recorde, Inglaterra, 
The Whetstone of Witte. 


William Oughtred, Inglaterra, num apêndice 
a tradução da obra de Napier Descriptio. 


constantes, René Descartes, França, 
XxX, y, z para Discours de la Méthode (...). 
variáveis 


Johan Rahn, Alemanha, 
Teutsche Algebra. 
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Como se mostra, foi William Oughtred (1574-1660) quem introdu- 
ziu o símbolo x para a multiplicação, inicialmente criticado pela possí- 
vel confusão com a letra x. Os actuais símbolos para «maior que» e 
«menor que», respectivamente > e <, devem-se a Thomas Harriot 
(1560-1621). Uma outra figura proeminente neste campo foi François 
Viéte (1540-1603). 

Viéte conferiu importantes avanços a diversas áreas da matemá- 
tica, nomeadamente a aritmética, a trigonometria e a geometria, a par 
da álgebra. A sua contribuição mais determinante terá sido promover 
uma notação algébrica consistente. Desenvolveu um modo sistemá- 
tico de pensar e trabalhar com equações, por exemplo adoptando 
vogais para representar quantidades desconhecidas e consoantes 
para valores definidos, e demonstrando como mudar a forma de uma 
identidade através da multiplicação ou divisão pelo mesmo valor de 
ambos os lados da equação, com o que podemos converter 


xº + ax? = b2x 


em 
xº +ax = b2, 


dividindo por x. 


Na obra /n Artem Analyticam Isagoge (Introdução a Arte Analítica), 
publicada em 1591, Viete faz uma distinção entre a lógica das espé- 
cies — a álgebra — e a lógica dos números, ou seja, a aritmética. Antes 
uma mera via para sistematizar problemas aritméticos, a álgebra, com 
Viête, assume o significado e os meios, acrescento a beleza, de um 
método para operar formas gerais, as «espécies» (cada uma um tipo) 
de expressões aritméticas. Para este francês humilde, num cálculo 
algébrico como 


(20x +3y))-(x+y)=x+2y 


cada termo, 2x +3y, x+Y Ou x+2y, é em si mesmo um 
objecto matemático; não tem de representar um valor específico para 
que possa ser adicionado, subtraído, multiplicado ou dividido. De sim- 
ples relação numérica considerada válida apenas quando certos valo- 
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res substituífam os símbolos xe y (2x +3y)-(x+y)=x+2y 

passou a equação feita pelos «números» 2x +3y, x+yY ex+2y, 
pelo que direi que a álgebra iniciou o caminho para se assumir como 
uma aritmética dos símbolos e do abstracto. 


Consiste numa mudança de visão fenomenal. Não surpreende que 
Viéte se tenha sentido arrebatado a ponto de usar a palavra Arte no 
título da sua obra. Mas discordo do adjectivo que escolheu, Analítica, 
o que me obriga a abordar a segunda questão suscitada pelo contri- 
buto grego. 


«(Como os Antigos Gregos conseguiram?» foi a primeira questão, 
sendo a resposta «terem encontrado na geometria uma boa base con- 
ceptual e metodológica para uma formulação algébrica dos proble- 
mas». A geometria — do Grego geo, terra, e metron, medida — trata de 
distâncias e ângulos, de linhas, áreas e volumes; está intimamente 
ligada ao raciocínio matemático do ser humano, tanto como a medição 
e marcação de terrenos, a construção de edifícios ou a manufactura e 
decoração de objectos. Todavia, enquanto os matemáticos babilónicos 
e egípcios trabalharam sempre a geometria em situações práticas 
concretas! «presos» a quantidades particulares do mundo real? os 
Antigos Gregos interessaram-se por problemas puramente abstractos, 
buscando regras e métodos gerais para os assuntos geométricos. 
Eram curiosos, foram criativos. Porque puderam sê-lo? Porquê há 
2.500 anos atrás e não antes ou depois? 


Os Gregos eram marinheiros e exploradores, fundaram colónias 
em terras distantes, estabeleceram trocas comerciais com amigos e 
adversários. No século oito antes de Cristo o centro dessa actividade 
era Mileto, cidade que ganhou a fama quer de potência comercial, 
quer de fonte de ideias e invenções. Parte do intercâmbio de ideias e 
mercadorias envolvia o Egipto. Deste, os Gregos importaram um certo 
material macio, fino mas resistente e de longa duração, no qual se 
podia escrever. Pensa-se que, antes desse oitavo século a.C., a lín- 
gua grega era apenas falada. O papiro mudou a História. Começaram 


(D Por exemplo, «qual é a área de um campo circular com 9 khet de diâmetro? ». 
(2) «O comprimento de uma sala é igual à sua largura mais um cúbito; a sua altura é a 
mesma que o comprimento menos um cúbito;...» 
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a ser produzidos documentos escritos em Grego e a distribuir-se regis- 
tos comerciais e tratados sobre temas técnicos por toda a esfera de 
influência da civilização grega. Uma civilização em contacto com 
povos que laboravam, há milhares de anos, num saber que se vai acu- 
mulando e necessita ser compilado. Os Gregos não trouxeram a estes 
tempos somente um espírito questionador. Mais relevante foi o seu 
desejo e descoberta de como aprender de forma sistemática, inven- 
tando o conhecimento organizado. 


Por volta de 625 a.C. nasce em Mileto alguém que soube tirar par- 
tido do extraordinário contexto e oportunidades vividos: Tales, prova- 
velmente o primeiro filósofo e cientista. Ficou conhecido como um dos 
Sete Sábios, sendo-lhe creditados diversos feitos intelectuais, entre 
eles a descoberta de alguns teoremas do primeiro volume dos Ele- 
mentos de Euclides, o cálculo da altura de pirâmides a partir da medi- 
ção da respectiva sombra (Tales terá estudado matemática e astrono- 
mia no Egipto) e a previsão de um eclipse solar em 585 a.C. 


Previamente a Tales, a maioria do conhecimento era prático, 
englobando regras pragmáticas relativas à caça e agricultura, à orga- 
nização do lar e do governo de uma cidade, à arte contemplativa e à 
«arte» da guerra. As coisas mudam subitamente quando Tales de 
Mileto, não apelando a explicações animistas, parte do pressuposto 
fracturante de que o mundo e o cosmos são algo que a mente humana 
pode compreender. Conjecturando que «tudo é água», denota acredi- 
tar que todas as coisas são passíveis de ser assimiladas como um 
todo. E isto define Ciência, segundo o historiador John Burnet, para 
quem uma boa descrição da actividade científica é pensar sobre o 
mundo à maneira dos Antigos Gregos. Maneira que, para mim, é uma 
vitória do hemisfério direito do nosso cérebro. 


O cérebro humano apresenta-se «dividido» em duas partes longi- 
tudinais, aparentemente idênticas, a que damos as designações 
hemisfério esquerdo e hemisfério direito, de tal modo que, visto de 
cima, este órgão se assemelha ao interior de uma noz gigante. Desde 
Hipócrates, por volta de 400 a.C., que se debate as funções das duas 
«metades» do cérebro. O inglês John Hughlings introduziu, em 1874, 
a ideia de o cérebro ter um hemisfério principal, geralmente o esquerdo. 
Mais tarde, nos anos 70 e 80 do século vinte, implantou-se a corrente 


ÁLGEBRA 63 


de pensamento de as pessoas serem «cerebrais esquerdas» ou «cere- 
brais direitas» consoante as virtuosidades que mais evidenciassem — 
verbais/analíticas ou emocionais/artísticas, respectivamente. Teria a 
espécie humana, afinal, dois «cérebros»? 


Hoje ninguém contesta que os dois hemisférios cerebrais estão 
especializados no que fazem, mas também ninguém põe em causa 
que trabalham em conjunto, numa colaboração harmoniosamente 
coordenada. Como Robert Ornstein escreveu no seu livro de 1997, 
The Right Mind, 


«As duas metades do cérebro estão no mesmo corpo, ape- 
sar de tudo, embora estejam separadas cerca de cinco cen- 
tímetros. (...) Cada metade do cérebro partilha anos de 
experiências com a outra metade. Elas comem os mesmos 
cereais de manhã e o mesmo hambúrger ao almoço (...): 
partilham as mesmas hormonas. Através de cada uma delas, 
circula uma igual mistura de neurotransmissores; escutam o 
mesmo disparate de outras pessoas; vêem o mesmo pro- 
grama de televisão; (...) Tal como não caminhamos mais 
com um pé do que com outro, ou a área de um rectângulo 
não depende mais do seu comprimento do que da sua lar- 
gura, nenhum hemisfério opera por si próprio. Quase nada é 
regulado somente pelo hemisfério esquerdo ou pelo hemis- 
fério direito.» 


No entanto, é interessante conhecer o que cada um dos hemisfé- 
rios faz de especial supondo que todos nós escrevemos com a mão 
direita. 


Se o leitor estiver a conversar com alguém que diga «Tens um 
coração do tamanho do mundo!», será o seu hemisfério esquerdo a 
processar o conteúdo da frase, atendendo ao que é um coração e qual 
o tamanho do mundo. Mas, caso o cérebro ficasse por aqui, o leitor 
pensaria encontrar-se perante um absurdo: «como posso ter um cora- 
ção tão grande?...» Graças ao hemisfério direito, não terá essa preo- 
cupação. Este hemisfério «dir-lhe-á» que se trata de uma metáfora, ou 
seja, contextualiza a informação com base (i) em experiências e 
conhecimentos prévios, (ii) no diálogo (como um todo) que está a 
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decorrer e, claro, (iii) na entoação, expressão facial e postura corporal 
do nosso interlocutor. 


O hemisfério esquerdo é dominante para a linguagem, discurso e 
resolução geral de problemas, enquanto o direito mostra-se hábil em 
tarefas visual-espaciais como reproduzir ou desenhar cubos e outros 
padrões tridimensionais. Décadas de estudo visaram também as dife- 
renças ao nível do processamento de informação. Assim, o hemisfério 
esquerdo tem sido descrito como a sede do raciocínio lógico e 
sequencial, evocando o funcionamento de um computador; o hemisfé- 
rio direito, intuitivo, criativo e não-linear, expressa a capacidade de 
pensar paralelamente. Uma vez que o hemisfério esquerdo se centra 
nas categorias, em apreender os pormenores, ao contrário do direito, 
que se foca nas relações e numa visão de conjunto, diz-se que o pri- 
meiro é especialista na análise —- a decomposição da informação nos 
seus elementos constituintes — e o segundo na síntese, em entretecer 
os elementos para formar um todo. O processamento analítico é fun- 
damental, mas terá sido, na minha opinião, o processamento holístico 
do hemisfério direito, reconhecendo padrões, a centelha de algumas 
das revoluções na história da matemática. 


Ler, por exemplo, requer que os traços escritos sejam correcta- 
mente decompostos nas suas partes constituintes; pouco ou nada 
beneficiamos de atendermos ao tamanho das palavras ou ao estilo da 
escrita, pelo que o importante é reconhecer as letras individualmente 
de modo a diferenciar uma palavra de outra. Mas, para identificarmos 
um rosto como familiar, a análise-por-partes não é suficiente. Nessa 
tarefa temos de fazer apelo a uma representação global, que capture 
a configuração particular definida pelas várias partes. Dependemos do 
nosso hemisfério direito para reconhecer e cumprimentar um amigo 
que passeia no outro lado da rua. Este hemisfério, como escreveu Neil 
Carlson, é perito «em ver muitas coisas ao mesmo tempo: ver todas 
as partes de uma figura geométrica e apreender a sua forma ou (...) 
ver todos os elementos de uma situação e compreender o seu signifi- 
cado». Ver a relação das relações, ver na geometria... a álgebra. 
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A época de Tales, Pitágoras e seguidores ficou marcada pela 
ascensão e triunfo do pensamento de predominância direita! Primeiro: 
os Antigos Gregos tinham atrás de si milhares de anos de labor mate- 
mático — numérico, relativamente simples e concreto, mas matemático; 
sabemos que o processamento holístico é aprimorado pelo tempo, 
pela prática. Segundo: à abundância de conhecimento juntou-se a 
abundância material. Curiosamente, a prosperidade material pode 
libertar-nos de muitas «amarras», dificuldades, mas não nos realiza 
em si mesma; impele-nos numa busca de sentido, acabando por des- 
pontar na nossa vida, cultura e civilização o que V. Postrel chamou 
«imperativo estético». Existirá conceito mais abstracto que a beleza? 


Embora fascinados pela abstracção e simbologia, os antigos mate- 
máticos não esqueceram os números. Euclides apresenta nos Livros 7 
a 9 dos seus Elementos um tratado sobre o que é hoje conhecido 
como teoria dos números: o estudo dos números naturais? Este 
debruça-se sobre padrões mais profundos que aquele que todos nós 
aprendemos cedo, por tão óbvio: estarem os números naturais orde- 
nados sequencialmente. 





() Daniel Pink criou esta expressão para designar o estilo de raciocínio e a atitude 
perante a vida resultantes da actividade do hemisfério direito —- um pensamento 
«simultâneo, metafórico, estético, contextual e sintético». 


(2) Recordo que são os números inteiros positivos. 








Teoria dos 
Números 








«A história do Último Teorema de Fermat ilustra, 
de uma forma maravilhosa, a busca incessante 
de conhecimento e compreensão por parte 
da Humanidade. Um grande número de matemáticos 
contribuiu (...) para o mesmo empreendimento. 
Neste aspecto, talvez os matemáticos 
possam servir de exemplo [para todos nós].» 


Keith Devlin 
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Ainda que os inteiros positivos 1, 2, 3, 4, 5, ..., possam parecer o 
mais simples concebível a respeito de números, escondem proprieda- 
des e questões que têm fascinado gerações de matemáticos. É ao seu 
estudo que se dedicam os «teóricos dos números». 


Durante mais de 2.000 anos o trabalho em teoria dos números foi 
um exercício puramente intelectual. Com os computadores, que lidam 
com representações electrónicas dos números naturais, suscitando 
problemas e oportunidades criativas que conduzem à teoria dos números, 
esta passou a ter um impacto palpável na nossa vida quotidiana. 


Das aparentemente mágicas propriedades dos números em res- 
soar determinados padrões e regras, uma das que inicialmente fasci- 
naram os matemáticos é o facto de muitos números poderem surgir da 
multiplicação de outros mais pequenos. Por exemplo, 10 é 2x5 e 12 
é 3x4; 10 e 12 são, por isso, números compostos. O que não 
sucede com 2, 3,5, 7 ou 11. O leitor pode tentar, mas logo perceberá 
que não é possível expressar estes números como o produto de dois 
outros números inteiros menores. 0 2,3,5, 7 e 11 são números pri- 
mos, cada um divisível (com resto zero) apenas por si próprio e por 1. 
Na sequência de 1 a 20, os números compostos — superiores a 1 — 
são o 4, 6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18 e 20, sendo os primos o 2,83, 5, 
7,11,13,17e 19. 


Euclides foi o primeiro a assumir que existe um número infinito de 
números primos. Outras propriedades fundamentais destes números 
demonstradas por Euclides são: 


— Se um número primo p divide um produto m x n, então p 
divide pelo menos m ou n; 


— Todos os números naturais ou são primos ou podem ser escri- 
tos como um produto de primos unico (embora se possa alterar 
a ordem no enunciado; por exemplo, 6 é um produto de 2 e de 8, 
não sendo relevante se o escrevemos como 2x3 ou 3x2). 





Estas duas características dos números contáveis sugerem que os 
primos são os «átomos» da teoria numérica, na medida em que, por 
multiplicação, originam qualquer outro número, como 328.152, que é 


2x2x2x3x11x11x118 
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Os números 2, 3, 11 e 113 são designados divisores ou factores 
primos de 328.152, e a factorização (decomposição) em primos apre- 
sentada é realmente exclusiva de 328.152. Deste modo, a (re)solução 
— em geral, mais fácil — de uma determinada questão acerca dos 
números primos é aplicável à generalidade dos números inteiros. Esta 
importância dos números primos passar-nos-ia ao lado se não tentás- 
semos ver além da irregularidade com que ocorrem na sequência dos 
números naturais. 


Bastam alguns minutos de concentração mental para enumerar- 
mos os primeiros, e mais pequenos, números primos. Descobrir núme- 
ros sucessivamente maiores é uma tarefa também sucessivamente 
mais difícil, não apenas pela grandeza dos números envolvidos. Fre- 
quentes nos primeiros cem números naturais, os primos vão rareando 
ao progredirmos na série numérica: de 2 a 20 existem oito números 
primos, enquanto de 102 a 120 somente ocorrem quatro. Será, então, 
verdade que a lista de números primos não tem fim? O modo como 


Euclides demonstrou a veracidade desta proposição é um marco 
impressionante da concisão lógica. 


Imagine que aceitamos existirem apenas três números primos, p4, 
p> e pa. Multiplicando-os e somando 1, (p4 x p>2 x p3) + 1, obtemos 
um número, N, que, se for primo, acrescenta um elemento a lista dos 
números primos. Mas o mais provável é que N não seja primo. Toda- 
via, mesmo não sendo primo, N deverá ser divisível por algum número 
primo. Qual? P,, pp ou ps?... Nenhum deles! Enquanto p; x p> x pa 
é divisível por p;, p> OU pa, (p1 x p2 x p3)+ 1 não é, visto que se 
obtém resto 1. Logo, o factor primo de N terá de ser diferente (maior) 
dos três considerados previamente. Como este raciocínio se mantém 
válido no caso de partirmos de uma lista de quatro, cinco, seis ... ou n 
números primos, deverá existir uma quantidade infinita deste tipo de 
números naturais: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,29,31,937,41... 


Olhando despreocupadamente para a extensa lista de números 
primos nenhum padrão óbvio sobressai. Mas existem vários. Um deles 
respeita à distribuição, que não é aleatória, na sequência dos números 
naturais. O matemático russo Pafnuti Chebychef (1821-1894) provou, 
em 1850, que entre qualquer número natural n e o seu dobro (2n) 
existe sempre, pelo menos, um número primo. Recuando ao século 
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dezassete, encontramos uma outra história de procura de padrões 
nestes números. 


Pierre de Fermat nasceu em Beaumont-de-Lomagne (França) no 
ano 1601, tendo falecido em 1665. A carreira que escolheu foi a de 
advogado, tornando-se Conselheiro no parlamento provincial de Tou- 
louse em 1631, o que não impediu que se dedicasse a um passa- 
tempo que o conduziria a interessantes descobertas na área da geo- 
metria, probabilidades, mecânica, óptica e nas bases do que viria a 
ser, anos mais tarde, o cálculo integral. A sua mais duradoura influên- 
cia moldou-se, no entanto, na teoria dos números. Uma vez que não 
exerceu qualquer actividade académica, Fermat publicou pouco do 
seu trabalho, o qual foi melhor divulgado através dos livros de outros 
matemáticos com quem se correspondeu por carta, como Pierre de 
Carcavi e Marin Mersenne. 


Um dos seus teoremas! desvenda-nos que números naturais n 
são a soma de dois quadrados perfeitos, n = a? + b?; a solução é 
mais acessível se n for primo. Fermat constatou que existem três tipos 
básicos de números primos: 


i) o número 2, O único primo par; 

ii) números primos que são maiores, em uma unidade, que um 
múltiplo de 4, como 5 (4x 1+1), 13 (4x3+1) ou 17 
(4 x 4 + 1), sempre ímpares; 

iii) números primos que são menos uma unidade que um múltiplo 
de 4, como 3 (4x 1-1), 7(4x2-1) ou 11 (4x 3-1), 
igualmente ímpares. 


Provou que um n primo é igual a a? + b? quando pertence ao tipo 
(i) ou (ii), o que significa que 3, 7, 11 ..., não representam a soma de 
dois quadrados perfeitos; 37, um número primo da categoria (ii), é o 
resultado de 6º + 12. 

Outra descoberta relevante, descrita em 1640 e conhecida como 
Pequeno Teorema de Fermat (distinguindo-o assim do designado, e 


(1) Um teorema é uma expressão ou proposição de um sistema formal científico que pode 
ser demonstrada segundo os princípios e regras desse sistema. 
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mais famoso, Último Teorema), é a de, sendo p um qualquer número 
primo e a um qualquer número natural, a” - a é um múltiplo de p; 
dito de outro modo, p (mesmo que não divida a) é um divisor de 
a” — a. Testemos este padrão teórico dos números naturais conside- 
rando a = 8 e p = 5. Ainda que 8 não seja divisível por 5, 8º -— 8 
deverá ser: 32768 — 8 = 32760, um número que 5 divide com resto 
O. Qualquer outra escolha de números comprovaria o Pequeno Teo- 
rema. Porém, foi uma história diferente, desenrolada cinco anos após 


a sua morte, que cimentou a fama actual de Fermat. 


Em 1670, o seu filho Samuel encontrou no meio de documentos e 
outros pertences do pai um exemplar da obra Arithmetica, de Diofanto, 
repleto de comentários redigidos pela mão do seu ilustre leitor. Dessas 
anotações de Fermat, uma localizava-se junto do Problema 8 do 
Livro Il. Este problema é a questão «dado um número que é quadrado, 
escreva-o como a soma de outros dois quadrados». Na notação algé- 
brica moderna, traduzimo-la em «descobrir, relativamente ao número 
natural Z, os números naturais x e y de tal modo que zº =xº + y2 », 


Fermat escreveu: 


«(...) é impossível escrever um cubo como a soma de dois 
cubos, ou uma quarta potência como a soma de duas quar- 
tas potências ou, de modo generalizado, qualquer número 
que constitui uma potência superior à segunda ser escrito 
como a soma de duas potências semelhantes. Tenho uma 
demonstração verdadeiramente maravilhosa desta minha 
proposta que não cabe nesta margem por ser demasiado 
estreita.» 


É este o Último Teorema de Fermat, afirmando que a equação 
z? =x" + y” não tem solução (número natural) quando n é maior 
que dois. Assim começou uma saga que durou mais de 300 anos, até 
1993, momento em que o matemático inglês Andrew Wiles (1953-) 
divisou uma prova apoiada num método que recorre a curvas elípticas. 
A demonstração de Wiles é bastante complexa, quase de certeza dife- 
rente da que Fermat clamou ter concebido. 
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Algumas evidências sugerem que o matemático francês terá con- 
seguido provar que o seu teorema é correcto com n = 4, isto é, que 
a equação 


7 =x4y! 


não gera números naturais como solução. A argumentação de Fermat 
lidaria em torno das áreas de triângulos rectângulos cujos lados 
medem um número natural. Recordemos que, sendo um triângulo rec- 
tângulo uma metade de um rectângulo de lados x e y, a área desse 
triângulo é dada por DA XV: 





Fermat socorreu-se de triângulos com ângulos rectos por nestes 
zº ser igual a x 4 y2, representando z a hipotenusa (teorema de 
Pitágoras). Poderá a área do triângulo ser um (número ao) quadrado? 

O raciocínio de Fermat terá sido: caso existam números naturais x, 
ye zde tal forma que 2 =x + y? e, também, um número natural 
u que se revele como u? = 1/2 xy, é legítimo presumir que esta rela- 
ção caracterizará outros quatro números xy, yj, Z; € u,, mais peque- 
nos que os anteriores. De acordo com este argumento, também existi- 
rão os números xo», Y>, Zo e u>, ainda mais pequenos, que materializam 
aquela relação, e assim sucessivamente, ocorrendo uma sequência 
infinita de números naturais Z, Z4, Z>, Z3 ... em que Z> 2, > 22 >250>..., 
com a propriedade descrita. Ora, tal sequência infinita é impossível; 
eventualmente diminuirá até 1, mas aqui termina, o que significa que 
não poderão existir números naturais x, y, Z que validem 1/2 xy = Ta 
e, ao mesmo tempo, xº + ye = zº. Assim, a área de um triângulo 
rectângulo cujos lados são todos números naturais não pode ser um 
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quadrado de um número natural! Deste resultado Fermat deduziu que 
a equação x! + y4 = zº— a potência 4 é o quadrado de algo levan- 
tado a 2 — não tem soluções «naturais». 

Este método de demonstração, conhecido por método de decrés- 
cimo infinito de Fermat, encontra-se hoje intimamente relacionado com 
a indução matemática, uma importante ferramenta de verificação da 
validade de muitos padrões que envolvem números naturais. O traba- 
lho em redor do último teorema de Fermat contribuiu igualmente para 
fazer sobressair padrões complexos nos números, e para nos tornar 
cientes que a diferentes áreas da matemática subjazem ligações muito 
profundas. 


A seguir a Fermat o principal impulsionador da evolução da teoria 
dos números foi Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Na sua obra de 
1801 Disquisitiones Arithmeticae (Investigações em Aritmética), este 
matemático alemão com apenas 24 anos lança para o estrelato uma 
ideia simples mas poderosa: a aritmética modular ou finita. Este novo 
tipo de sistema numérico, de contagem, acrescenta à aritmética nor- 
mal um elemento — conhecido como módulo — que torna consistente a 
adição ou a multiplicação num sistema que percorra um ciclo, que se 
reinicie. É o caso da contagem das horas, em que chegados às 12 vol- 
tamos a 1, 2, 3, 4... Matematicamente, o número 12 de um relógio cor- 
responde ao O, pois as horas repetem-se após 12 passos, pelo que 
podemos contar as horas como 0, 1,2,83,... 11, sendo a hora seguinte 
outra vez O. Isto conduz a que se escreva algo como 


7 + 5 =D 


(cinco horas depois das sete da tarde, por exemplo, 
leva-nos à meia-noite) 

ou 
71 +6=1 


(seis horas depois das sete da manhã é 1 hora da tarde) 


() Por exemplo, o triângulo rectângulo em que os lados são x=3,y=4ez=-5 é 
uma possível solução «natural» da equação x? + y? = 22, pois 322 +42 = 52. 
Mas a sua área, Y/2(3 x 4) = 6, não é um quadrado; a raiz quadrada de 6 é 2,449. 
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Estranho, mas não absurdo. E aceitável se, para evitar confusão 
com a aritmética corrente, mudarmos o símbolo = (de igualdade) para =, 
de congruência: 


7+5 (0) 
1 +6=1 


Todavia, não conseguimos deixar de sentir que falta qualquer 
coisa, que nos exiba o sentido de escrever estas «igualdades». Falta 
indicar, e interiorizar bem, que neste sistema o módulo — o valor em 
que se recomeça a contagem -— é 12: 


a = b (mod m) 


12 = 24 (mod 12) ou 12 = 36 (mod 12) 


a é congruente com b num módulo 12, significando que a diferença 
entre ae b é divisível por 12. Ao fazermos 


7+5=0 71 +6=1 
estamos a eliminar múltiplos inteiros de m (12), dado que 


7 +5 = 12 1 +6=18 
12-12 13-12 
= 0 = 1 


A ideia mantém-se consistente na multiplicação. Como não multi- 
plicamos horas, pensemos então numa aritmética finita de módulo 7. 
Neste caso, 


2x3=6 e 3x5 =1 


o que reafirma que ao resultado da operação executada normalmente! 
se subtrai todos os múltiplos do módulo. 


(1) A aritmética comum, do dia a dia, é também modular, mas de m = 0. 
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No seu Disquisitiones Gauss usa a aritmética modular para desen- 
volver outros conceitos mais sofisticados, como a lei da reciprocidade 
quadrática. A questão é «quais são os quadrados perfeitos para um 
dado módulo?» Suponhamos que o módulo é 11. Os quadrados dos 
números menores que 11 são 


O(02) 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100(102) 
dos quais, após eliminação de múltiplos de 11, surgem os números 
O 14 9 5(=16-11) 3(-25-22) 3 5 9 4 1 


respectivamente. Diz-se que 0, 1,3, 4, 5 e 9 são os resíduos quadráti- 
cos no módulo 11. 

O ponto fulcral daquela questão encontra-se nos números primos. 
Se p e q são primos, quando é q um quadrado no módulo p? Gauss 
descobriu que, não existindo uma via directa e simples para responder 
a tal problema, este seria resolvido por meio da questão inversa 
«quando é p um quadrado (mod q)?» 

A lista de resíduos quadráticos 0, 1, 3, 4, 5 e 9 permite-nos saber 
já que q = 5 é um «quadrado» de módulo p = 11. Mas, se tivésse- 
mos enveredado pela segunda pergunta, o que obteríamos? Que 11 é 
um «quadrado» no módulo 5 pois 11 = 1 (mod 5) e 1 = 1º. Temos 
assim a mesma resposta (5 e 11) nas duas questões. 

Gauss provou que este princípio da reciprocidade quadrática é 
válido para qualquer par de números primos ímpares que não repre- 
sentem a forma 4k — 1 (múltiplos de 4 menos uma unidade); com os 
números 3 e 7, por exemplo, as duas questões referidas originam res- 
postas opostas. Quer dizer, para quaisquer primos ímpares pe q, 


q é um quadrado (mod p) se e apenas se p é um quadrado 
(mod q), 
a menos que p e q sejam do tipo 4k — 1, e nesse caso 


q é um quadrado (mod p) se e apenas se p não é um quadrado 
no módulo q. 
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Ao estabelecer certas fundações conceptuais para a teoria dos 
números, desenvolvendo a aritmética modular e também relacionando 
propriedades dos números naturais com a geometria, Gauss despole- 
tou o reconhecimento de novos tipos de estrutura na matemática, 
novos sistemas numéricos (como os números inteiros mod n) e novas 
operações. Com essas novas direcções, o trabalho na teoria dos 
números do fim do século dezoito/início do dezanove levou-nos à 
álgebra abstracta do fim do século dezanove e do século vinte, de que 
falarei no próximo capítulo. Mas o Disquisitiones Arithmeticae teve 
outro mérito: o de fazer emergir na história da matemática a personali- 
dade Marie-Sophie Germain (1776-1831). 


Foi por volta dos 13 anos de idade que a jovem francesa Sophie 
Germain se sentiu inspirada a dedicar-se à matemática, lendo sobre a 
morte de Arquimedes às mãos de um soldado romano enquanto con- 
templava um diagrama geométrico desenhado na areia. Apesar das 
tentativas dos pais para a demoverem, Sophie lia avidamente sobre os 
trabalhos de Newton e Euler, muitas vezes escondida sob as cobertas 
da cama. Uma vez convencidos do forte compromisso com a matemá- 
tica, OS seus progenitores passam a incentivá-la e apoiá-la financeira- 
mente. 


Assumindo a identidade de um antigo aluno da École Polytecnique 
de Paris, «Monsieur LeBlanc», Sophie escreveu a Joseph-Louis 
Lagrange (1736-1813) a fim de lhe dar a conhecer algum do seu tra- 
balho original. O matemático francês, impressionado, para mais des- 
cobrindo que o seu correspondente era uma mulher, acabou a desejar 
tornar-se seu mentor. Desta parceria nasceram diversas ideias que 
Sophie veria publicadas numa edição do Essai sur le Théorie des 
Nombres. Um outro correspondente famoso foi Gauss. Tendo estu- 
dado o Disquisitiones, Sophie escreveu várias cartas ao seu autor, 
novamente com o pseudónimo «LeBlanc», entre 1804 e 1809; Gauss 
viria a elogiar o trabalho de Sophie em cartas que remeteu a outros 
matemáticos. 
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Em 1806, com a ocupação francesa de Braunschweig! Gauss des- 
vendou o real género de «Monsieur LeBlanc». Temendo que o mate- 
mático alemão tivesse o mesmo destino que Arquimedes, Sophie con- 
tactou um amigo de família que era oficial superior no exército napoleó- 
nico, o general Pernety. Tendo Gauss conhecimento deste facto, deixou 
de ser segredo a identidade do seu entusiástico correspondente. Sen- 
sibilizado, Gauss agradeceu-lhe com as seguintes palavras: 


«Mas como descrever-lhe a minha admiração e surpresa ao 
ver o meu estimado correspondente, Monsieur LeBlanc, a 
metamorfosear-se nesta personagem ilustre...Quando alguém 
de um sexo que, segundo os nossos costumes e preconcei- 
tos, enfrenta infinitamente mais dificuldades que os homens 
para se familiarizarem com estas espinhosas pesquisas, 
mas apesar disso supera esses obstáculos e peneira nas 
suas partes mais obscuras, então, sem qualquer dúvida, 
deverá possuir a mais nobre coragem, extraordinários talen- 
tos e génio superior.» 


Sophie conseguiu alguns resultados interessantes relacionados 
com o Último Teorema de Fermat. De 1810 a 1820 trabalhou sobre as 
vibrações de superfícies, um tema que lhe foi proposto pelo Institut de 
France. Em particular, procurou uma explicação para os chamados 
«padrões Chladni», padrões simétricos que surgem na areia que «pol- 
vilha» uma placa metálica colocada a vibrar com um arco de violino. 


O cancro mamário que desenvolveu em 1829 não a dissuadiu de 
continuar a trabalhar, até à data da morte, nos seus temas predilectos 
da época, a curvatura de superfícies e a teoria dos números naturais. 
Esta teoria caminhava já, lentamente mas a passo seguro, para deixar 
de ser um ramo da matemática pura, interessante em si mesmo e com 
numerosas aplicações no interior da matemática, contudo de reduzido 
ou nenhum impacto prático na vida quotidiana. Este estatuto alterar- 
-se-ia com o advento, no século vinte, das comunicações digitais, onde 
os números desempenham um papel incontornável. Abordemos um 


(1) Cidade do centro-norte da Alemanha, no estado da Baixa Saxónia, e terra-natal de 
Gauss. 
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exemplo, o de um importante código de segurança utilizado no e-comér- 
Cio. 

O criptosistema RSA (Ronald ARivest, Adi Shamir e Leonard Adle- 
man) possui a surpreendente característica de o método de codifica- 
ção de mensagens poder ser conhecido pelo público sem, no entanto, 
permitir que uma pessoa mal intencionada proceda inversamente, ou 
seja, descodifique a informação. 


Imagine que a Clara pretende enviar uma mensagem secreta ao 
Manuel. Antes concordam em basear o procedimento em dois exten- 
sos números primos, p e q (cada um com, pelo menos, 75 dígitos), 
que multiplicam para obter M = px q; Mé a chave da codificação, 
um número com bastantes dígitos. Podem tornar público este número, 
mas não K, que é K = (p — 1) x (q — 1). Agora, Clara expressa a sua 
mensagem como um número x no intervalo O a M, ou como uma série 
desses números se se tratar de uma mensagem longa. Para codificar 
a mensagem Clara escolhe um número a que não tenha factores 
comuns com K, computando então y = xº (mod M); o número a tem 
de ser conhecido pelo Manuel, podendo ser divulgado a outras pes- 
soas. 


Para descodificar a mensagem Manuel necessita conhecer um 
outro número, D, tal que 


ab = 1(mod K) 


Este número, que é único, é mantido secreto. Na descodificação 
de y, o Manuel considerará 


yº (mod M) 


dado que y? =(x2)P =xP =x! =x (mod M), aproveitando 


assim uma reformulação do Pequeno Teorema de Fermat em termos 
de aritmética modular: se p é um número primo, e a representa qual- 
quer número natural entre 1 e p — 1 inclusive, então aP = 1 (mod 
p). Por exemplo, se a = 2, para qualquer número primo p superior a 
2 teremos 2?! = 1 (mod p); consequentemente, se 2P-1 não for 
congruente com 1 (mod p), p não pode ser um número primo. É uma 
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formulação importante num método que teste se estamos a trabalhar 
com números primos, no âmago da segurança do sistema. 


O que se extrai, de inteligível para um leigo, de toda esta súmula 
técnica é o seguinte: a chave de codificação, que pode ser pública, é o 
produto de dois números primos com 75 dígitos; codificar uma mensa- 
gem corresponde, grosso modo, à multiplicação desses dois números. 
Para a descodificar, temos de factorizar esse produto (com 150 dígitos) 
para recuperar p e q. Com a tecnologia actual, ainda que avançada, 
um «pirata» levaria anos a determinar os divisores primos de um 
número com essa dimensão. Sem os valores de p e q não é possível 
saber o de b, número que, graças à aritmética modular, é a verdadeira 
chave, conhecida pela Clara e pelo Manuel, e mais ninguém. 

No início deste capítulo sugeri terem existido povos (ancestrais, 
naturalmente...) a atribuir aos números um sentido e um poder mági- 
cos. Não resisto a terminá-lo com um toque de misticismo. 

Em 1770, Edward Waring, um professor de Cambridge, propôs à 
comunidade desafios matemáticos envolvendo a redacção de núme- 
ros naturais como uma soma de potências. Um dos números visados 
foi 666, que, no Livro da Revelação da Bíblia cristã, é o número da 
«Besta». Ficará o leitor surpreendido por esse número ter revelado 
algumas propriedades inesperadas”... 


666 =22 +32 +52 +72 +11 +132 +17? 
(soma dos quadrados dos primeiros sete números primos) 
666 = "+22 ,932 +48 45846" +58+48 43º 428418 


(soma de um «palíndromo cúbico») 





Álgebra 
Abstracta 


«Na moderna álgebra, a ideia prevalecente 
é o estudo da estrutura, onde os exemplos individuais 
têm de obedecer a uma notação abstracta geral.» 


Tony Crilly 
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Houve um momento em que a álgebra passou a ser definitiva- 
mente a aritmética do abstracto. E o abstracto não tem limites reais, 
apenas os da imaginação. 

Em 1545 surgiu uma obra revolucionária, Ars Magna, de Girolamo 
Cardano (1501-1576), por facultar um modo de resolver equações 
cúbicas (tipo ax? + bxº + cx+d = 0, ou seja, de 3º ordem). Com 
uma vida atribulada — de relativa pobreza material, jogo e apostas, 
morte prematura do filho predilecto e acusação e prisão por heresia —, 
que terminou em suicídio, Cardano exibiu uma maior abertura de espí- 
rito científico que os seus antecessores, aceitando com naturalidade a 
existência de números negativos e de raízes negativas. 


O seu livro representou talvez o mais importante avanço da álge- 
bra desde a descoberta, pelos matemáticos babilónicos, da solução de 
equações quadráticas, estimulando o desenvolvimento da álgebra 
para além das fronteiras do mundo físico. Pois, se as equações cúbi- 
cas podem ser solucionadas, porque não as de 4º, 5º ou 6º ordem? 
Tornou-se assim evidente que os problemas algébricos não mais 
teriam de estar acorrentados às (poucas) dimensões que reconhece- 
mos no nosso dia a dia. Mais, novas dimensões podiam ser postula- 
das teoricamente, o que veio a mostrar-se determinante para a geo- 
metria de Riemann! e para o continuum espácio-temporal, a quatro 
dimensões, com que Einstein reformulou a nossa visão do Universo. 
Por outro lado, a juntar aos já mencionados números negativos, a obra 
Ars Magna desencadeou a legitimação dos números complexos, o 
aparecimento do sistema de coordenadas cartesiano, alguns passos 
em direcção ao cálculo e a possibilidade de «casar» a álgebra com a 
geometria. 


François Viete, de quem falámos no capítulo quatro, abordou em 
1593 um certo problema algébrico — a resolução de uma equação de 
45º ordem — através da trigonometria? dando um marcante passo para 
o alargamento do objecto da álgebra, e para a aliança desta com a 
geometria, num percurso já pautado pela Algebra de Rafael Bombelli 


(1) Georg F. Riemann (1826-1866), matemático alemão. 


(2) Sucintamente, a trigonometria é o ramo da matemática que lida com a medição de 
triângulos (respectivos lados e ângulos), em especial triângulos rectângulos. 
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(1526-1572) publicada em 1572. Este livro continha diversos proble- 
mas geométricos resolvidos por via algébrica, usando-os como base 
demonstrativa para as soluções que propunha, por exemplo, para as 
equações de 3º ordem. 


Algumas décadas mais tarde, René Descartes (1596-1650) pegou 
igualmente em questões geométricas — convertendo-as à linguagem 
algébrica a fim de as simplificar, regressando de seguida à geometria 
na formulação da solução final — para criar a geometria analítica. Esta 
vincava uma visão das quantidades em equações como linhas ou seg- 
mentos, ultrapassando deste modo a insatisfação de Descartes quer 
com a geometria quer com a álgebra tomadas independentemente. 
Com o melhor dos dois «mundos», Descartes limou as dificuldades 
conceptuais que os Antigos Gregos haviam revelado ao trabalhar com 
equações de ordem elevada ou formadas por expressões de diferente 
ordem em cada lado do sinal =, como em x? + bx = a (neste caso, 
as parcelas do lado esquerdo eram consideradas áreas, sendo a 
quantidade a vista como uma linha). 


Descartes também refinou a notação simbólica desenvolvida por 
Viete, sugerindo as primeiras letras do alfabeto (a, Db, c) para as quan- 
tidades fixas e as letras finais (x, y, Z) para as incógnitas, mais a 
consolidação dos símbolos que usamos hoje para indicar as opera- 
ções aritméticas fundamentais. Curiosamente, não adoptou o par de 
linhas paralelas que Recorde avançara como símbolo da igualdade. 


O expoente prático da geometria analítica de Descartes foi definir 
um qualquer ponto do espaço por coordenadas dimensionais. Este 
filósofo e matemático francês propôs que a posição de um ponto num 
plano (2D) podia ser referenciada a partir de dois eixos perpendicula- 
res representativos do «comprimento» e «largura» do plano, uma ideia 
que acabou por amadurecer no que actualmente conhecemos como 
sistema de coordenadas cartesiano. Neste sistema Descartes dese- 
nhava as equações com que trabalhava, crendo firmemente que qual- 
quer expressão polinomial de x e y podia ser representada como uma 
linha/curva. Também Fermat viria a defender que qualquer relação 
entre xe y definia uma curva; ambos proporiam um terceiro eixo para 
modelar questões tridimensionais, mas que só avançou efectivamente 
no final do século dezassete. 
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René Descartes chorou as amarguras do parto em La Haye, 
França, a 31 de Março de 1596. Nascido no seio de uma família local 
proeminente e moderadamente rica, René viria a receber a melhor 
educação jesuíta possível do seu tempo. Estudou na Universidade de 
Poitiers, na qual se formou em Direito no ano 1616. Tomava assim a 
vida nas suas mãos aos vinte anos, com o sentimento de que nada 
sabia com o grau de certeza com que ambicionava conhecer tudo. Os 
seus anos de estudo tinham lhe mostrado o quanto era ignorante, na 
medida dos seus professores e manuais escolares, impelindo-o a criar 
uma filosofia e ciência próprias através do estudo de si mesmo e do 
mundo em redor. Sabia, disso estava absolutamente convicto, que a mate- 
mática permitir-lhe-ia aprender muitas coisas, uma vez que nela come- 
çamos... partimos de axiomas que têm o carácter de certeza indubitá- 
vel para chegar, em pequenos passos, a uma estrutura com o mesmo 
carácter. Escreveu que «cada problema que eu solucionei tornou-se uma 
regra que serviu seguidamente para resolver outros problemas». 


Em 1633, após viagens, leituras e troca de correspondência com 
os mais progressistas pensadores europeus, Descartes estava deci- 
dido a apresentar um (enorme) tratado com as suas ideias principais 
sobre a Física, que se chamaria O Mundo ou Tratado da Luz. Ironica- 
mente, nunca viu a luz do dia, dado que Descartes recuou na decisão 
de o publicar ao ter conhecimento da condenação de Galileu pelo 
Santo Ofício; o filósofo francês também apoiava as concepções de 
Copérnico. Contudo, sob a insistência de amigos e conhecidos, aca- 
bou por publicar mais tarde, em 1637, três ensaios acerca de meteo- 
rologia, óptica e geometria, introduzidos por um texto de vinte e pou- 
cas páginas intitulado O Discurso do Método. 


Nesse texto historicamente marcante, Descartes fala de um 
método que permitiria, a quem o aplicasse, descobrir novas verdades, 
e que justifica o seu título original, completo, Discours de la Méthode 
por Bien Conduire la Raison et Chercher la Verité dans le Sciences 
(Discurso do Método para Adequadamente Conduzir a Razão e Procu- 
rar a Verdade nas Ciências). Em síntese: para entendermos um deter- 
minado fenómeno natural, há que primeiro libertar-nos de todos os 
preconceitos para, de seguida, reduzirmos o problema a uma expres- 
são matemática, numa forma assente no menor número possível de 
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axiomas ou proposições auto-evidentes. Por fim, recorrendo à geome- 
tria analítica por ele inventada, simplificamos o problema até ser não 
mais que uma relação numérica simbólica, cuja resolução pelas regras 
algébricas nos fornecerá o conhecimento desejado. 


Se Galileu afirmara que a Natureza está escrita em caracteres 
matemáticos, Descartes acrescentou que esses caracteres são núme- 
ros. Tal conceito foi-lhe inspirado pela observação, em 1619, de uma 
mosca a zumbir no canto do quarto onde estava deitado; compreen- 
deu subitamente que a posição da mosca em qualquer momento 
podia ser representada por três números, cada um indicando a distân- 
cia da mosca ao chão e paredes que se juntavam no canto. Esta visão 
tridimensional levou-o a postular que a cada ponto do espaço se pode 
associar um conjunto de coordenadas — cartesianas, como viria a cha- 
mar-lhes Leibnitz! —, e a cada linha ou corpo uma equação matemá- 
tica. Crê que, no estudo de todas as «máquinas», incluindo o Universo 
(mas com algumas reservas quanto ao Homem), a sua descrição 
como equações é bastante apropriada, restando então solucioná-las 
matematicamente; mesmo que seja difícil, é possível. Nesta mundivi- 
são, Deus será necessário apenas para dar início ao Universo, pelo 
que não surpreende que O Discurso do Método tenha sido colocado 
no index dos livros proibidos. 


Descartes oferece-nos assim uma nova mentalidade civilizacional: 
a realidade física, os seus elementos, podem ser compreendidos 
como entidades básicas que obedecem a leis perscrutáveis pela obser- 
vação, experimentação e raciocínio humanos. O leitor consegue vislum- 
brar o efectivo alcance desta nova filosofia? De repente, o mundo ima- 
terial, antes atraente, perdia o interesse. As respostas teriam de ser 
procuradas noutro domínio. Com um método eficaz para lidar com ele, 
o mundo material tornava-se por fim intelectualmente estimulante... 


É curioso que Descartes tenha escrito e publicado em francês para 
atingir uma maior audiência e, ao mesmo tempo, redigisse as suas 
obras de modo impenetrável para muitos dos seus potenciais leitores. 
Não se sabe se o fez para excluir aqueles que julgaria insuficiente- 
mente sérios para o tema ou se tencionava acender nos seus leitores 


() Gottfried Leibnitz (1646-1716), filósofo e matemático alemão. 
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o prazer da descoberta. Qualquer que fosse o motivo, pouco contri- 
buiu para uma larga disseminação das suas ideias. Não obstante, con- 
seguiu a projecção necessária para ser convidado pela rainha Cristina 
da Suécia como professor de filosofia. A exigência de a aula ocorrer 
as cinco horas da manhã, antes de a rainha mergulhar nos assuntos 
de Estado, revelou-se fatal para o frágil Descartes: a contracção de 
uma gripe, que evoluiu para pneumonia, fá-lo expirar pela última vez a 
11 de Fevereiro de 1650. Com essa exalação, cristaliza-se aquele que 
considero o principal legado desta vida relativamente breve, levar-nos 
a repensar o valor da matemática. 


Há quem defenda que a matemática não é uma ciência, por poder 
alterar o seu próprio discurso e não necessitar de uma relação íntima, 
perene, com o mundo em que vivemos, apenas com a lógica. E frus- 
trantemente, esses autores não têm conseguido determinar onde acaba a 
matemática e começa a ciência. Mas aceitam, tal como os restantes, 
que a matemática funciona maravilhosamente como linguagem descri- 
tiva do mundo físico, apesar de — e isso é o mais fascinante — a mate- 
mática ser «uma pura, nua e desencarnada abstracção» (P. Atkins). 


Emanuel Kant (1724-1804) introduziu, com a sua conhecida obra 
de 1781 Crítica da Razão Pura, uma distinção entre afirmação sinté- 
tica e afirmação analítica. Uma afirmação analítica, como «todos os 
coelhos são mamíferos», verbaliza uma ideia que pode ser extraída do 
sujeito (neste caso, os coelhos) invocando o raciocínio/memória de 
quem lê ou ouve, pelo que não transmite um novo saber. Numa afir- 
mação sintética o predicado não está subentendido no sujeito, como 
em «aquele homem tem 2,05 m de altura», visto que a altura dos seres 
humanos é bastante variável; trata-se de uma afirmação que adiciona 
conhecimento. Este tipo de afirmação subdivide-se em a priori, se a 
respectiva validação não depende de dados da experiência, e em a 
posteriori quando a veracidade da afirmação tem de ser confirmada 
pela experiência. Para Kant, nas afirmações sintéticas a priori incluem- 
-se proposições acerca do espaço e do tempo que são inquestionáveis, 
cuja elaboração está de certa forma pré-inscrita no cérebro humano, 
por exemplo as propriedades dos números naturais e a geometria 
euclidiana. A matemática seria, nesse caso, uma expressão do modo 
como os nossos cérebros — com a sua estrutura e redes neurais parti- 
culares — percebem o espaço e o tempo, seria... um artefacto humano. 
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A ideia de os números naturais poderem ser algo inato ao mundo 
levou Jan Brouwer (1881-1966) a criar uma filosofia que se lhe adap- 
tasse, conhecida como intuicionismo. Apesar de o matemático holan- 
dês descartar que a geometria euclidiana — necessariamente verda- 
deira segundo Kant — seja uma propriedade sintética a priori, tendo em 
conta a existência de geometrias alternativas que melhor descrevem o 
espaço e o tempo, propôs que temos dos números naturais uma intui- 
ção directa a partir da nossa perscrutação sequencial de uma série de 
entidades, como simples pedrinhas no chão, suscitando a visão de 
que estes números, tal como as operações que os relacionam, reflec- 
tem processos mentais do nosso cérebro. 


David Hilbert (1862-1943), a quem regressarei no capítulo sete 
deste livro, desenvolveu igualmente uma filosofia da matemática. O 
formalismo diferencia a actividade matemática em dois níveis específi- 
cos. Um, a matemática propriamente dita — o nível básico —, consiste 
num arranjo finito de símbolos decorrente da aplicação de certas regras, 
gerando padrões abstractos desprovidos de significado. O segundo 
nível — mais «elevado» — comenta, demonstra e atribui, segundo nor- 
mas próprias, um sentido humano a tais padrões simbólicos. Esta 
metamatemática produz observações como «isto é uma demonstração 
da proposição x» ou, para um dado arranjo de peças num tabuleiro de 
xadrez, «essa posição oferece xeque-mate». Mas não ficamos por 
aqui no que concerne a divagações sobre a natureza da matemática. 


A corrente dos realistas platónicos rejeita tanto o ponto de vista 
intuicionista — que a matemática é uma projecção da mente; sem 
consciência não existem números — como o formalista, que faz depen- 
der o significado da matemática da verificação e experiência. Para os 
reaistas, e sem surpresa, a palavra-chave é «real»: os números são 
entidades reais, as linhas rectas ou curvas, os triângulos e as esferas 
são tão reais como as árvores ou as rochas, e a aritmética é uma afir- 
mação associada com alguma forma de realidade. Os matemáticos 
são, assim, descobridores em lugar de inventores de verdades, tal 
como os outros cientistas. Uma das consequências desta filosofia é 
defender-se que a estrutura fundamental do universo não é mais que 
a matemática, que a realidade física é um extraordinário, sem dúvida, 
mas mero reflexo da matemática. Esta visão extrema poderá apazi- 
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guar o espírito mais inquieto de quem procura compreender porque 
funciona a matemática tão bem como linguagem descritiva do mundo 
material. Todavia, a palavra «linguagem» é traiçoeira. Não é a lingua- 
gem um produto da mente humana? Com um significado além dos 
arranjos finitos de letras”... 


Partindo do platonismo, poderíamos convencer-nos que a estrutura 
lógica do espaço-tempo e das entidades que o habitam moldou a 
estrutura do cérebro humano. Deste modo, os números naturais e as 
suas representações a três dimensões, sob a forma da geometria 
(euclidiana), estarão previamente inscritos na nossa rede neural; con- 
ceitos novos, mais avançados, podem surgir por um esforço intelectual 
concreto de manipulação dos conceitos já gravados, manipulação 
essa igualmente latente na configuração original do cérebro humano. 
A nossa capacidade lógica, como defendeu Noam Chomsky, seria 
uma manifestação de um processo algorítmico pré-inscrito em nós, 
criado sob a pressão da evolução natural. Essa capacidade produzirá 
inevitavelmente padrões simbólicos (a matemática) autoconsistentes 
do ponto de vista lógico, à imagem das entidades que constituem o 
cosmos. Pensar desta forma conduzir-nos-ia à expectativa de ser pos- 
sível construir uma máquina capaz — imitando as acções de uma pes- 
soa — de computação! algorítmica, uma computação assente na apli- 
cação sequencial de uma série de regras, como faz hoje um computa- 
dor electrónico. 


Essa máquina, reproduzindo a essência do procedimento que uma 
pessoa segue ao realizar um cálculo, levantaria então a seguinte 
questão: limitar-se-á a mente humana, e assim a matemática, a ser 
um processador algorítmico? Alguns autores defenderam que a 
dimensão «meta» da matemática decorre de o nosso cérebro funcio- 
nar também como um co-processador hilbertiano, envolvendo prová- 
vel e sinergicamente os hemisférios esquerdo e direito para dar o tal 
sentido humano às coisas. Outros, como Gódel (1906-1978), acredita- 
riam que a matemática não consegue estabelecer a verdade de qual- 
quer afirmação com base nas suas próprias regras ou axiomas. A 
essa «incompletitude» da matemática o cérebro humano responderá 


(D) Uso aqui o termo computação com o significado de cálculo, conta. 
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com a capacidade de provar metamatematicamente uma dada afirma- 
ção fora do sistema formal, a capacidade de uma demonstração infor- 
mal mas fiável por via de métodos não algorítmicos. Esta é uma das 
propriedades que definem a consciência humana. Mas... qual é a sua 
origem? Terá a matemática, afinal, uma «alma»?... Se esta discussão 
tivesse lugar no século dezassete, decerto que Descartes estaria num 
lugar da primeira fila. 


Um outro impulso, digno de registo, a novas concepções na álge- 
bra foi dado pela teoria dos números. Gauss principiou o processo ao 
introduzir o que designamos por números inteiros de Gauss. Estes são 
números complexos do tipo a + bi, onde ae b são números inteiros e 
ia raiz quadrada de — 1. O número ; é um número imaginário, de 
mérito próprio, já que a raiz quadrada de um número negativo 
somente pode ser engendrada pela mente humana; supõe que se 
verifique i? = —1, mas não existe «realmente» um número que, ao 


quadrado, dê um valor negativo. 


Os números complexos podem ser somados e multiplicados como 
os números reais. O número 2 + 3; somado a 8+ 4i é igual a 
(2 + 8)+(3+ 4)i, ou seja, 10 + 7i. Se multiplicarmos 2 + 3i por 
8 + 4; , primeiro multiplicamos cada parcela pelos outros termos, 


(2+3/))x(8+4/)=(2x8)+(2x4i)+(3/ x 8)+ (3/ x 4j) 


e, depois, somamos 16, 8i, 24i, e 12;º ; dado que iº = —1, o resultado 
final é (16 — 12) + (8/ + 241) = 4+ 32;. A subtracção e a divisão 
também são possíveis, excepto — no caso da divisão — pelo número 
O + Oi; (estendendo-se a lógica! vigente nos números reais). 


Gauss descobriu que a noção de número primo é extensível aos 
inteiros «gaussianos». Um número inteiro «gaussiano» é primo quando 
não pode ser expresso como um produto de outros inteiros «gaussianos» 
triviais. Alguns números primos naturais, como 3 e 7, mantêm esse 
carácter na forma de inteiros «gaussianos», outros não, por exemplo 5, 
que pode ser escrito como o produto (1 + 2/) x (1-— 21). 


(1) Aqui, com o seu sentido linguístico lato. 
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Acerca da divisão de inteiros de Gauss, o resultado surge também 
na forma a + bi mas com a e b racionais! sendo esse quociente 
denominado «número de Gauss». Os teóricos dos números naturais 
perceberam que sucede algo semelhante quando, ao lidarmos com 
um polinómio p(x) com coeficientes inteiros, consideramos todas as 
combinações lineares ax, + a2x2 +... + anXn das respectivas solu- 
ções x1, x2, ...Xn. Caso a, az, ...an sejam números racionais, 
obtém-se um sistema de números complexos que é fechado (coerente) 
relativamente às operações adição, subtracção, multiplicação e divi- 
são; significa que a aplicação de qualquer uma destas operações a 
tais números complexos resulta num número do mesmo tipo. Diz-se 
que este sistema constitui um campo algébrico. Interessante é o facto 
de, na situação em que aj, a>, ...anp são números inteiros, o sistema 
ser fechado com respeito à adição, subtracção e multiplicação mas 
não à divisão, e estarmos assim perante um anel algébrico. Estes 
novos sistemas numéricos acabariam por revelar-se valiosos na 
demonstração do Último Teorema de Fermat: que x" + y” = z” não 
tem soluções inteiras com n igual ou superior a 3. 


Com o trabalho de Ernst Kummer (1810-1893) e de Emmy Noether 
(1882-1935) estes conceitos foram «acomodados» numa axiomática 
própria. Num anel, a adição, subtracção e multiplicação são operações 
bem definidas, satisfazendo as leis usuais da álgebra menos a da 
comutatividade da multiplicação; se esta for aplicável, temos um anel 
comutativo. Num campo, a adição, subtracção, multiplicação, mais a 
divisão, são operacionalizáveis e respeitam todas as leis correntes da 
álgebra; se não se verificar a lei da comutatividade multiplicativa, tra- 
tar-se-á então de um anel divisor. 


Uma álgebra é equivalente a um anel a que se junta a possibili- 
dade de os seus elementos serem multiplicados por diversas constan- 
tes, números reais, números complexos ou por um campo. As leis da 
adição são as habituais, mas a multiplicação pode obedecer a varia- 
dos e diferentes axiomas. Assim, existem dezenas, talvez centenas de 


(1) Os números racionais são o conjunto dos números inteiros e das fracções: números 
que podem ser escritos na forma a/b (a e b são números inteiros; b não pode ser 
zero). Os números 4 e 10,5 por exemplo são números racionais. 
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tipos de estrutura algébrica, cada um com uma lista específica de 
axiomas. Alguns desses tipos foram criados apenas para explorar as 
consequências de certos axiomas tidos como interessantes, surgindo 
a maioria das estruturas algébricas da sua pertinência para a resolu- 
ção de determinados problemas. 


Retornando aos números complexos, um dos mais importantes 
efeitos do seu desenvolvimento foi termos transitado de uma perspec- 
tiva de número unidimensional para uma visão bidimensional. Os 
números reais podem ser referenciados a um único eixo, uma linha 
contínua de —oo a +: 


=) >>>———|1wL———————S +90 


0 


Qualquer número real é assinalável nesta linha, uma situação que 
não caracteriza os números complexos: estes têm de ser representa- 
dos num diagrama bidimensional, dito de Argand! com o eixo adicio- 
nal í, como se segue: 





(1) Jean Robert Argand (1768-1822), matemático suíço. 
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O eixo horizontal, tal como um vulgar eixo-x, referencia os núme- 
ros reais, sendo por isso designado «eixo real» (Re), ao passo que a 
linha vertical, em unidades de i, assinala os números imaginários; 
recebe o nome «eixo imaginário» (Im). Sir William Hamilton (1805- 
-1865), matemático irlandês do século dezanove, considerou um 
número complexo a + bi como um par ordenado de número reais, a e 
b, operacionalizados sob a «influência» de i, de modo que a adição, 
por exemplo, de (2, 3) e (8, 4) resulta em 


(2,3) + (8,4) = (10,7) 
e a multiplicação produz 


(2,3) x (8,4) = (4, 32) 


Números de duas dimensões cativaram a criatividade dos matemá- 
ticos, que começaram a pensar em generalizações. Porque não três, 
quatro, oito dimensões”? Durante anos Hamilton tentou construir núme- 
ros tridimensionais que pudesse adicionar e multiplicar de forma con- 
sistente, o que apenas conseguiu com números de quatro dimensões. 
Rapidamente estes números foram generalizados a oito dimensões, 
dando origem aos chamados números de Cayley. 


Serve esta dissertação para salientar o quanto a matemática se 
moveu em direcção a uma perspectiva abstracta. Neste caminho a 
álgebra foi empurrada para novos objectos de estudo e trabalho — per- 
mutações, transformações, matrizes —, além de números desconheci- 
dos. A par dos grupos, os matemáticos iniciaram o estudo das estrutu- 
ras que denominámos anéis e campos, bem como de uma grande 
variedade de álgebras. Os símbolos algébricos ganharam vida própria. 
O significado desses símbolos tornou-se menos importante que as 
regras com que podiam ser manipulados. Mesmo as regras deixaram 
de ser intocáveis: leis aritméticas tradicionais, como a comutativa, não 
são apropriadas, não são aplicáveis em determinados contextos. 


A utilização de campos algébricos na teoria dos números naturais 
progrediu intensamente na segunda metade do século vinte, culmi- 
nando com a prova do Último Teorema de Fermat. A ideia decisiva 
proveio da teoria das curvas elípticas, equações que relacionam um 
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quadrado perfeito com um polinómio cúbico. Esta teoria envolve uma 
conjectura especial, de Taniyama-Weil, propondo que cada curva elíp- 
tica pode ser representada em termos de funções modulares. 


No início dos anos 1980, Gerhard Frey (1944-) supôs que existiria 
uma solução para a equação de Fermat qualquer que fosse o valor de 
n; se estivesse certo, seria possível elaborar uma curva elíptica com 
propriedades muito pouco usuais, tão invulgares que o mais provável 
era, afinal, não existir. Em 1986 provou-se que, se a conjectura de 
Taniyama-Weil for verdadeira, a curva presumida por Frey não pode 
realmente ser desenhada. Por esta altura o leitor já captou a essência 
da demonstração do Último Teorema de Fermat: estabelecer, definiti- 
vamente, que a curva de Frey não existe, não havendo assim uma 
solução «inteira» para x” + y” = z” com potência igual ou superior 
a três. Andrew Wiles conseguiu-o finalmente em 1994, com a ajuda de 
Richard Taylor (1962-). Seria esta a prova que Fermat possuía mas 
que não foi escrita por falta de espaço? Quase seguramente, não. 
Terá Fermat descortinado uma prova mais simples, mas engenhosa? 
Creio que o seu teorema foi fruto mais da intuição que de um exaus- 
tivo e testado raciocínio indutivo. Richard Dawkins escreveu «(...) dada 
a extensão e complexidade da demonstração bem sucedida de Wiles, 
e a sua dependência dos métodos e conhecimentos avançados do 
século vinte, a maioria dos matemáticos pensa que Fermat estava 
(honestamente) enganado na sua pretensão de ter obtido uma prova». 
Este é um enigma que talvez nunca venha a ser solucionado... 


EA 


Agora o leitor pensará «tudo isto é muito interessante, mas que 
utilidade ou impacto pode ter no meu dia-a-dia?» Prendamo-nos alguns 
minutos num exemplo tecnológico. 


Os campos algébricos são a base de um sistema de codificação 
usado amplamente em certos produtos comerciais, em particular CD's 
e DVD's. É um facto que, em todas as vezes que ouvimos música ou 
vemos um filme num leitor doméstico, estamos a aproveitar a álgebra 
abstracta. Os códigos introduzidos em 1960 por Irving Reed e Gustave 
Solomon destinam-se a corrigir erros na leitura de sinais de música ou 
vídeo, e são baseados num polinómio, com coeficientes num campo 
finito, formulado a partir dos dados gravados nos discos. Sabe-se que 
um polinómio de grau n é unicamente determinado pelos seus valores 
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em n pontos distintos. Se não houver erros, qualquer subconjunto de n 
dados reconstruirá o polinómio e o funcionamento do sistema decorre 
sem problemas; caso contrário, desde que o número de erros não seja 
elevado, o método de codificação Reed-Solomon guarda a informação 
necessária para deduzir o polinómio correcto e, desta forma, ultrapas- 
sar os erros existentes. 


Apesar das suas potencialidades, de ser uma ferramenta valiosa 
para a resolução de numerosos problemas tanto intelectuais como 
materiais, a álgebra abstracta não poderia, só por si, tomar em ombros 
a emergência do conceito e tecnologia computacionais, o cerne (da 
redacção) deste livro. George Boole (1815-1864) entreviu a «fórmula» 
em meados do século dezanove, durante a sua tentativa de sumariar 
algebricamente as leis do raciocínio (The Laws of Thought, de 1854). 
Para Boole, os mais importantes operadores do pensamento racional 
eram não, e e ou. Quando a afirmação 4 é verdadeira, não-A é falsa, 
e vice-versa. 4 e B é verdadeira se, e apenas se, ambas as proposi- 
ções forem verdadeiras; 4 ou B é verdadeira ainda que uma das afir- 
mações seja falsa, pelo que a disjunção (ou) somente é falsa quando 
as duas proposições também são. Poderão estes operadores ser usa- 
dos como os da vulgar aritmética? Boole acreditava que sim, e rees- 
creveu A como O e B como 1 para defender a ideia de que a «álgebra» 
das operações do pensamento era muito semelhante à álgebra mate- 
mática. Considerando O e 1 os números inteiros de módulo 2, logo 
1+1=0,e -A o mesmo que A, então 


não-A é 1+ A 
AeBé AB 
AouBé A+ B+ AB 


Este matemático inglês percebeu que a sua «álgebra do pensa- 
mento» é plenamente auto-consistente sempre que o seu utilizador 
tenha em mente as respectivas regras e as aplique criteriosamente. 
Substituamos agora o termo «pensamento» por outro mais apropriado 
para podermos rematar este capítulo da melhor forma. Com o trabalho 
que desenvolveu, Boole deu um dos primeiros passos para a imple- 
mentação de uma teoria formal do que lan Stewart designa «o mais 


96 UMA HISTÓRIA DA MATEMÁTICA 


firme pilar da matemática»: a lógica, sem a qual eu não poderia estar 
a escrever estas linhas num programa processador de texto. Nesse 
momento da sua história, já a matemática aceitara que os símbolos 
algébricos podem ser utilizados para representar entidades diferentes 
dos números e que os métodos algébricos podem ser recrutados por 
diversas outras áreas distantes da aritmética comum. 


Í 


Lógica 





«E foi provado que a matemática é intrinsecamente 
limitada, e que alguns problemas não têm solução. 
(...) É melhor estarmos cientes das nossas limitações 
que viver num paraíso de tolos.» 


lan Stewart 
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À medida que a estrutura (da) matemática crescia e se tornava 
complexa alguns matemáticos interrogaram-se se as fundações exis- 
tentes seriam capazes de suportar tal «peso». Uma série de crises 
conceptuais, por exemplo as controvérsias em torno de noções bási- 
cas do cálculo, trouxeram à evidência a necessidade de definir os con- 
ceitos matemáticos muito cuidadosa e precisamente. Num «pântano» 
de ambiguidade, os alicerces da dedução matemática podem facil- 
mente ruir à menor contradição lógica. 


Ficou claro que tudo em matemática deve ser provado antes de 
ser aceite como verdadeiro. Assim, qualquer candidato a facto, mesmo 
que óbvio para o mais distraído dos espíritos, apenas se converte em 
facto após uma demonstração da sua validade por meio de raciocínio 
lógico, numa linha de passos consistentes dados sobre as «pedras» 
axiomáticas e teoremas que já compõem parte do caminho. Não é 
suficiente colocar uma maçã junto de outra para mostrar que um mais 
um é igual a dois; é imperativo provar — acima de qualquer dúvida — 
que um mais um é sempre igual a dois. Curiosa era a situação de 
gerações de matemáticos terem devotado os seus esforços a compre- 
ender as propriedades dos números para acabar por negligenciar a 
mais fundamental das questões: o que são os números naturais? 


Em 1889, Giuseppe Peano escreveu uma lista de axiomas para os 
números inteiros, expressando o que pensava serem as suas proprie- 
dades inatas. As características principais desse conjunto de números 
são: 

— Existe o número O; 

— Qualquer número n tem um sucessor imediato, s(n) ou, como 

escreveríamos hoje, n + 1, que é também um número; 


— Qualquer propriedade de O e do sucessor imediato de qualquer 
número n é uma propriedade válida para n. 
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O último axioma é conhecido como Princípio da Indução Matemá- 
tica. Peano definiu então os números 1, 2, 3 e adiante em termos des- 
tes axiomas, fazendo 


1 = s(0) 
s(s(0)) 
s(s(s(0))) 


2 
3 


Também definiu as operações aritméticas básicas neste sistema, 
mostrando que continuavam a respeitar as leis usuais: 


s(s(0)) + s(s(0)) = s(s(s(s(0)))) 


é uma base para a demonstração do teorema 2 + 2 = 4. Mas per- 
manecia por resolver a questão do significado de «número» visto não 
se ter solucionado o de «sucessor imediato». A satisfação desse 
objectivo teria de passar obrigatoriamente pela prova de que os núme- 
ros existem. 


Na dinâmica quotidiana, concreta, a aceitação da existência de 
algo provém da observação dos seus efeitos, como os da gravidade, 
ou da experimentação de hipóteses controláveis, como a da tempera- 
tura ser um factor da actividade enzimática. Sabemos que existem 
duas maçãs ou dois automóveis, mas não vemos, sentimos ou palpa- 
mos o número dois. Não é uma coisa, é uma ideia. 


Ainda que a matemática seja numerosas vezes motivada pelo 
mundo físico, e útil para o descrever, as entidades com que lida — as 
figuras geométricas, os diversos padrões e estruturas, para além dos 
números — são nitidamente abstracções. Como se testa uma abstrac- 
ção? Como prová-la na realidade, tornando-a «material»? Tratando-se 
de uma ideia matemática, o único percurso aceitável — embora sem 
garantias de sucesso... — é a demonstração lógica. 


As «verdades» matemáticas são apresentadas, basicamente, na 
forma se 4, então B. Há diferentes vias (mas sempre no mesmo cami- 
nho) para chegar a uma proposição deste tipo. A primeira descrição 
conhecida da indução matemática surge na obra Arithmeticorum Libri 
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Duo, lançada em 1575 por Francesco Maurolico (1494-1575), con- 
quanto alguns dos pontos focados apareçam em trabalhos de Bhas- 
kara e de al-Karaji (cerca de 1000 d.C.); a prova por indução foi igual- 
mente desenvolvida, de forma independente, por Blaise Pascal e 
Pierre de Fermat. 

Na abordagem indutiva — que Peano viu como um dos alicerces da 
aritmética — procura-se primeiro mostrar que a hipótese em estudo, a 
propriedade P do número natural n, é válida para um valor inicial de n, 
geralmente 1; de seguida, tenta-se demonstrar que P(n + 1) é tam- 
bém verdadeiro. Conseguindo-se, podemos assim concluir que a pro- 
priedade em causa se aplica a todos os números naturais. Maurolico 
recorreu a este método para provar que a soma dos primeiros n núme- 
ros ímpares é igual a nº: 


1+3=4=2º 


1+3+5=9=93º 


1+3+5+7=16 = 42 
1+3+5+7+9=25=5 


1+3454749+..=nº 


— —>——————— 
n números ímpares 


Rapidamente se verifica que esta propriedade, este padrão é efec- 
tivamente verdadeiro para n = 1, pois 


1= 1º 
Considerando agora que a propriedade é válida para o número 
ímpar hipotético (2n — 1), 


que 1+3+5+..+(2n-1) = nº é verdadeiro, 


102 UMA HISTÓRIA DA MATEMÁTICA 


esperaremos que também seja para o número ímpar seguinte, que é 
(2n + 1); adicionando-o aos dois lados da equação ficamos com 


1+3+5+..+(2n-N)+(2n+)=n2+(2n+1) 


A simplificação do lado direito! conduz-nos então a 


1+3+5+..+(2n-)+(2n+)=(n+1? 


Reparou no que temos, agora, no lado direito? n + 1. Provou-se 
deste modo que, sendo a propriedade P aplicável a um qualquer 
número n, também caracteriza n + 1. Se a soma dos primeiros 676 
números ímpares é igual a 6762, então a soma dos primeiros 677 
números ímpares terá de ser 6772; qualquer que seja n — 1, 5, 676, 
677 ou 20.052 -, a P(n) considerada é verdadeira. Claro que o leitor 
poderá questionar esta assunção e decidir usar um computador para 
testar se esta propriedade é válida para todos os n de 1 até 1 milhão 
por exemplo. A par do esforço extenuante, a prova numérica teria um 
inconveniente de peso: não demonstraria que P(n) se aplica a 
n = 1000001. E com um número muito maior? Na verificação de um 
padrão que abrange uma infinidade de números, a indução matemá- 
tica revela-se uma ferramenta poderosa. 


EA 


Uma outra metodologia é a demonstração indirecta, que pode 
assumir diferentes procedimentos. Um deles é a prova por contradição. 
Nesta, o objectivo é validar uma dada afirmação mostrando que o 
oposto é falso. Ainda que, na vida diária, possamos viver com algu- 
mas contradições — por exemplo, preocuparmo-nos com o aqueci- 
mento global e, ao mesmo tempo, valorizarmos a invenção do auto- 
móvel —, na matemática tal não é possível. A demonstração por con- 
tradição assenta na crença de que a matemática não deverá conduzir, 


nunca, a uma contradição lógica. 


É possível, com uma certa sequência de passos lógicos, todos 
aceitáveis, chegar a uma conclusão absurda do tipo 2+ 2 =5 ou 
1 = O. Uma vez estabelecida, será um rastilho para que surjam outras 


() Consulte a minha obra Conceitos de Matemática (Edições Sílabo, 2008), página 51. 
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conclusões igualmente absurdas mas plausíveis; o que provarmos de 
forma lógica pode suportar outras provas. Aceitando que 1 = O, uma 
das consequências possíveis é defender que todos os números são 
iguais: 


Sendo 


x um qualquer número, 


1 = O uma condição verdadeira, 
multiplicando x por 1 = O teremos 
x =0 
Sendo 


Yy um outro número arbitrário, 


teremos também 


y=-0 
Logo, 
Xx=y 


Perante isto poderíamos conjecturar que, na matemática, algo (ou 
tudo...) pode ser verdadeiro e simultaneamente falso, pelo que nada 
de significativo é dado à luz. Mas sabemos que não é assim. Está 
montado o cenário apropriado à entrada em palco do método axiomá- 
tico. 


A prova por dedução pode ser resumida assim: obter, em passos 
discretos, novas verdades a partir de verdades conhecidas; se disser- 
mos que «os seres humanos são mortais» e «o Luís é um ser 
humano», tendemos a afirmar que «o Luís é mortal». Além de óbvio, é 
um raciocínio correcto. Infelizmente, o processo dedutivo em si é uma 


via «armadilhada»... Vejamos: 
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Os seres humanos são mamíferos. 

A Tatá é um mamífero. 

Logo, 

a Tatá é um ser humano. (Mas não, é uma hamster!...) 


Todos os cães verdes são verdes. 
Todos os cães verdes são cães. 
Assim, 

alguns cães são verdes. 


Duas premissas válidas produzem uma conclusão inválida. Este 
erro deriva de estarmos a pensar em termos de palavras, de adjecti- 
vos, indiferentes ao facto de um desses predicados poder descrever 
algo demasiado genérico ou impossível. Assim sendo, que normas 
(lógicas) devem presidir a uma demonstração em que cada afirmação 
é deduzida (logicamente) de outras anteriores, em série? 


Quando um facto matemático é demonstrado por dedução a partir 
de alguns pressupostos, ou axiomas (princípios) iniciais, a preocupa- 
ção central é garantir que esses axiomas correspondem as intuições 
de quem demonstra, e que sejam susceptíveis de receber a anuência 
de toda a gente. É que, depois de se escrever um certo conjunto de 
axiomas, o que for deduzido a partir dos mesmos será matematica- 
mente válido para o sistema de objectos a que os axiomas se referem. 


No século dezanove foram formulados alguns axiomas referentes 
aos números inteiros, negativos e positivos: 


a) Para quaisquer m e n temos que m+n=n+me 
mxn=nxm (comutatividade da adição e multiplicação); 


b) Para quaisquer m, ne k temos que k(m + n) = (km) + (kn) — 
lei distributiva; 

c) Para todos os m, m + O = m (identidade aditiva); 

ad) Para todos os n, existe um número k de tal modo que 
n + k = O (lei do simétrico da adição), 


entre outros. 
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Estes axiomas são aceites como definitivos pela comunidade de 
matemáticos. Porquê? A comutatividade da adição, por exemplo, 
constata-se no quotidiano, em que somar duas maçãs a três conduz 
ao mesmo resultado que adicionar três a duas, no final teremos sem- 
pre cinco maçãs. Não havendo qualquer razão para duvidar que esta 
situação ocorrerá com outros números, num outro dia, o matemático 
considerá-la-à plausível como pressuposto, tomando-a assim verda- 
deira para qualquer par de números inteiros. Uma vez axiomática, esta 
e as outras situações atrás descritas legitimam qualquer propriedade 
mais abstracta dos números inteiros que seja demonstrada com base 
nelas. Uma dessas propriedades, provada com os axiomas anteriores, 
é a de, para qualquer número n, existir um único número k que satis- 
faz a identidade n + k = O, ou seja, existe apenas um simétrico para 
qualquer número inteiro que consideremos. 


O bioquímico Michael Behe escreveu que «(...) a matemática é útil 
para a ciência somente quando os pressupostos de que partem as 
análises matemáticas são verdadeiros.» Estava a referir-se a pressu- 
postos físicos, químicos ou biológicos, mas o mesmo se aplica a 
ideias matemáticas. O interesse no método axiomático tem-se devido, 
em larga medida, ao facto de os axiomas representarem efectiva- 
mente padrões significativos e correctos. Todavia, não é suficiente que 
um padrão seja observável para ser aceite como válido e adoptado 
como axioma. Necessita ser também um pressuposto útil — e tão sim- 
ples quanto possível — para o trabalho do(s) matemático(s), e estar de 
acordo com as suas intuições lógicas (ainda que colidam com a intui- 
ção do dia a dia, como é o caso dos números reais irracionais), enfim, 
um conceito «credível» para outros matemáticos. 


Geralmente! o processo de formulação axiomática tem início num 
padrão detectado na realidade quotidiana. Esta concepção, partilhada 
por muitos, levou W. V. Quine (1908-2000) e H. Putnam (1926-) a pro- 
mover a corrente empirista da natureza da matemática: a existência 
dos números e de outras entidades pode ser deduzida da observação 


(1) Digo geralmente pois é possível estabelecer axiomas a partir de padrões que resultem 
da própria matemática, num processo que evolui com base em demonstrações lógicas 
num ambiente puramente abstracto. 
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do mundo físico e cultural! Nada impede, contudo, que alguém for- 
mule arbitrariamente alguns postulados e consiga, a partir deles, 
demonstrar logicamente certos teoremas. 


Embora não se ofendam com quem vê o seu trabalho como um 
«jogo», os matemáticos sentem-se genuinamente desalentados 
quando lhe acrescentam a expressão «sem sentido». Consola-os O 
facto de tais postulados e teoremas arbitrários serem realmente des- 
providos de sentido, não terem qualquer aplicação prática seja na vida 
quotidiana seja noutras áreas matemáticas, pelo que não podem ser 
considerados verdadeira matemática. Devlin afirma que «Os axiomas 
são como os alicerces de um edifício. Não importa se a matemática 
ergue as paredes e o resto da estrutura com muito cuidado. Se os ali- 
cerces são frágeis, toda a construção poderá ruir». Foi com naturali- 
dade que a história da matemática a empurrou para a conclusão que a 
tarefa de fundar o seu trabalho e utilidade em alicerces sólidos não 
consiste afinal em provar que os conceitos matemáticos existem, mas 
sim que a matemática é logicamente consistente. 


Com isto em mente, na década de 1880 Gottlob Frege (1848-1925) 
abordou os números inteiros como classes, ou conjuntos, de objectos. 
Por exemplo, dois é uma propriedade de conjuntos como fum cão, 
outro cão) ou (uma folha, outra folha), que coincidem em um-para-um 
com um conjunto padrão fa, b)2 representando assim o mesmo 
número independentemente do significado desta palavra. Por conse- 
guinte, se o número dois é uma propriedade, ligada ao conjunto de 
todos os numeros dois, encararemos o «2» como o conjunto que com- 
preende todos os conjuntos que coincidem com o conjunto-padrão 
ta, b). Logo, o número três será o conjunto 


(...ta, Db, c), (um gato, outro gato, um cão), (X, Y, Z 1...) 


(1) Destaquei a palavra pode para que a visão empirista não seja confundida com o rea- 
lismo platónico, para o qual, recorde-se, a existência de números e outras entidades 
matemáticas tem de ser inferida da observação do mundo real; para os empiristas, os 
matemáticos são tanto descobridores como inventores. 


2) ae bsão diferentes. 
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que, por ser mais fácil que pensar em animais ou letras, manipulamos 
como «3». Frege descobriu que, nesta base, podia fundamentar logi- 
camente toda a aritmética dos números inteiros. 


O trabalho de Frege inspirou-se na teoria dos conjuntos desenvol- 
vida por Georg Cantor (1845-1918) entre 1874 e 1879. Este matemá- 
tico alemão definiu conjunto como uma colecção de distinguíveis 
«objectos de percepção ou pensamento», vistos ou concebidos como 
entidades discretas que mantêm sempre a sua identidade. Qualquer 
elemento individual de um conjunto pode pertencer a outros conjuntos; 
os conjuntos podem sobrepor-se, alguns contêm outros (sub)conjun- 
tos e um conjunto pode ter um número infinito de elementos. Alvo de 
críticas de matemáticos contemporâneos — que era ficcional, que vio- 
lava os princípios da religião cristã e, mais grave, tão pouco era mate- 
mática! —, a teoria dos conjuntos viria a revelar-se uma estrutura geral 
e uma valiosa ferramenta para lidar com as exigências de uma mate- 
mática mais abrangente e complexa, de tal como que Nicolas Bour- 
baki escreveu, em 1939, «Actualmente é sabido ser possível, logica- 
mente falando, derivar praticamente toda a matemática conhecida a 
partir de uma única fonte, a teoria dos conjuntos». 


Esta teoria conseguiu tal estatuto instilando na comunidade mate- 
mática a ideia de que, ao se definir um objecto ou sistema abstracto 
como um conjunto de objectos que satisfaz certa(s) propriedade(s), 
não é importante a natureza dos elementos desse conjunto, mas antes 
as operações que podem ser concretizadas com esses elementos. E 
até isto acaba por ser irrelevante ao chegarmos às propriedades des- 
sas operações. Este é o âmago da questão: os matemáticos não pre- 
cisam saber realmente o que é um número natural, nem o que é a adi- 
ção ou a multiplicação. Ou seja, a elaboração matemática pode beber 
nesse «néctar» etéreo, abstracto, que é a comutatividade da adição, o 
carácter primo de um número, que um número divida igualmente 
outro... por aí fora, sem perder a sua validade e interesse. 


(1) Henri Poincaré considerou a teoria dos conjuntos uma «séria doença» infectando a 
mente dos matemáticos, enquanto Leopold Kronecker afirmou ser Cantor um «charla- 
tão científico», «renegado» e «corruptor da juventude». 
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Os sistemas matemáticos passaram a ser entendidos como «con- 
juntos (abstractos) de objectos» nos quais podem ser executadas 
diversas operações, mantendo-se consistentes com determinados 
axiomas. Dado que os conjuntos podem ser somados, promovendo 
uma aritmética dos conjuntos, que estes podem ser infinitos e, even- 
tualmente, ter dimensões diferentes — por exemplo, cada número natu- 
ral poder ser elevado ao quadrado, havendo números naturais que 
não são o quadrado de outros, implica que o conjunto de quadrados, 
infinito, seja um subconjunto do conjunto infinito dos números naturais 
—, Cantor foi impulsionado para a invenção de uma aritmética do infi- 
nito, O que, convenhamos, é uma noção estranha. 


Compreende-se agora a relutância inicial de muitos matemáticos a 
esta nova visão. A teoria dos conjuntos é uma produção inteiramente 
intelectual, a essência da abstracção, o que fere certas sensibilidades 
filosóficas. E, como qualquer outra grande criação matemática, deter- 
minou as suas próprias propriedades; veio a descobrir-se que, com 
elas, era possível demonstrar que O éiguala 1ou 1=2! 


Bertrand Russell (1872-1970), matemático e filósofo britânico, 
acreditava que a matemática pouco mais é que lógica. Escreveu uma 
carta a Frege, que se preparava para publicar o segundo volume da 
sua grande obra Die Grundlagen der Arithmetik (As Fundações da 
Aritmética), cnamando a atenção para «o conjunto de todos os conjun- 
tos que não são elementos de si próprios». 


s 


Pensemos num conjunto «fruta»; este não é elemento de si 
mesmo já que o conjunto não é um fruto. Para Frege, a qualquer pro- 
priedade corresponderá certamente um conjunto de objectos que têm 
essa propriedade; se a propriedade, P, é ser triângulo, então o con- 
junto relativo a P é o conjunto de todos os triângulos. Russell pensou 
em propriedades, digamos P,, que se aplicam a conjuntos, logo P> é 
uma propriedade de P; a P> corresponde um conjunto de conjuntos. 


Suponha que a propriedade P é «não ser um conjunto de si pró- 
prio», e atente na figura que se encontra no início da próxima página. 


O conjunto X agrupa todos os conjuntos que não são elementos de 
si mesmo, como o já mencionado conjunto «fruta». Assim, que pro- 
priedade, P>, representa X? X é elemento de si próprio, ou não? O 
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problema é, de facto, saber o que é X. Para nosso descontentamento, 
não há uma resposta definitiva!... 


* Conjuntox  W 
representativo | 
da propriedade Po. 





Conjunto 
«Fruta» 








| Conjunto 
* «Legumes» / 





Consideremos primeiro que X não é elemento de si próprio. Nesse 
caso, X possui a propriedade P (que definirá X), ou seja, P, = P. 
Mas... não comecei por escrever que X não é elemento de si próprio, 
que não é igual ao que está no seu interior (com a propriedade P)? 
Assim, P, * P. O que estou a afirmar é que se X não pertence a si 
próprio, então pertence. Estará o leitor confundido? Não surpreende, 
pois X ser e não ser, ao mesmo tempo, um elemento de si mesmo é 
uma contradição óbvia, difícil de assimilar. Não vale a pena debater- 
mos a segunda possibilidade, começando por «X é elemento de si 
próprio», porque iríamos desembocar no mesmo paradoxo. Por curio- 
sidade, é usual formular esta situação sem saída em termos do bar- 
beiro da aldeia, que barbeia toda a gente que não se barbeia a si 
mesma; quem barbeia o barbeiro? Se se barbeia, então não se bar- 
beia, pois definimos que ele barbeava os homens que não o fazem a 
si próprios. Uff, acho que estou a adquirir uma «bela» dor de cabeça... 
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Figura 7.1. Se o barbeiro não se barbeia a si mesmo, 
terá de ser barbeado pelo barbeiro da aldeia — ele próprio! 





O que importa reter é que a inconsistência lógica num sistema 
matemático é muito grave. Um grupo de axiomas inconsistentes anun- 
cia-se bem pior do que se for simplesmente inútil, uma vez que dele 
podemos deduzir proposições ou teoremas incorrectos. Tinha de ser 
abandonado o pressuposto que, para qualquer propriedade, haverá 
sempre um conjunto correspondente. A teoria de Cantor acabou por 
ser refinada por Ernst Zermelo (1871-1953) e Adolf Fraenkel (1891- 
-1965), que estabeleceram diversos princípios para, de modo preciso, 
originar conjuntos, delinear as suas propriedades e manipulá-los, con- 
seguindo contornar cuidadosamente o tipo de problema levantado por 
Russell. Mas a matemática tinha perdido alguma da sua «autocon- 
fiança» como sistema de demonstração axiomática. 


Relembro que o modelo axiomático consiste em demonstrar uma 
certa proposição seguindo uma dedução lógica apoiada em axiomas 
relacionados; se os axiomas utilizados são verdadeiros, então a pro- 
posição demonstrada é-o necessariamente. Este «jogo», obedecendo 
as regras da lógica, depende intrinsecamente — como já sublinhei 
várias vezes — da génese de axiomas apropriados. Embora as inter- 
rogações «são suficientes?», «precisaremos de mais axiomas?» 
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sejam importantes, não podemos negligenciar a questão-chave: «um 
sistema axiomático, em particular, é coerente?» Esse formalismo inte- 
lectual, essa preocupação com a «perfeição» técnica dos sistemas 
axiomáticos teve como principal protagonista, disse-o no capítulo 6, o 
matemático alemão David Hilbert. 


Hilbert convenceu-se que era possível provar que a matemática 
nunca conduzirá a uma contradição lógica enquanto se mantiver fiel a 
uma dedução, não uma interpretação, baseada em axiomas. Chegou 
a esta conclusão ao trabalhar num alicerce axiomático para a geome- 
tria euclidiana, que apresentou na sua obra de 1899 Grundlagen der 
Geometrie (Fundações da Geometria). O seu ponto de vista era que, 
em ordem a dotar a matemática com firmes fundações lógicas, temos 
de pensar nela como se fosse (embora não seja) um jogo lógico de 
símbolos sem sentido, em que somente interessa o processo, a forma, 
a estrutura final. Questões de conteúdo, de contexto, de significado 
antrópico são uma outra esfera, mais subjectiva —- a metamatemática. 
Por isso, não devemos confiar no mundo físico para a formulação de 
axiomas; num universo finito existe um limite para o número de gatos, 
mas não há um limite para os números inteiros; no sistema euclidiano, 
as fraquezas lógicas que Hilbert identificou terão surgido por Euclides 
ver uma linha como um longo objecto fino, um círculo como uma roda 
e um ponto como uma pinta, e não como entidades abstractas. E o 
paradoxo de Russell mostrara o quão difícil pode ser a criação de 
axiomas que descrevam correctamente uma composição matemática 
notoriamente abstracta... 


Estas impressões suscitaram em Hilbert um projecto ambicioso: 
desenvolver um programa que colocasse a matemática, de uma vez 
por todas, assente em sólidas bases lógicas. A abordagem matemá- 
tica essencialmente abstracta, formalística, de procura de sistemas 
axiomáticos consistentes e perfeitos ficou conhecida como programa 
de Hilbert. Alguns sucessos iniciais sugeriram que estava no caminho 
certo, e para breve, a prova que a matemática é isenta de contradi- 
ções e que, para cada problema, existe uma solução, confirmando-se 
ou rejeitando-se uma dada afirmação matemática. Consegue o leitor 
imaginar intervenção mais demolidora para um tal projecto dizer-se 
que existirão sempre questões que não podem ser respondidas a par- 
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tir dos axiomas? Foi o austríaco Kurt Gôdel (1906-1978) quem fez tre- 
mer desta forma o «edifício» matemático. 


Gódel nasceu em Brúnn, na Áustria-Hungria, hoje Brno na Repú- 
blica Checa. Em 1923 ingressou na Universidade de Viena, onde se 
debruçou sobre a obra Introdução à Filosofia Matemática, de B. Rus- 
sell, acto decisivo para abraçar um futuro na lógica matemática. Não 
suportando o regime nazi, partiu para os EUA em 1934. Torna-se cida- 
dão americano em 1948, passando o resto da sua vida em Princeton, 
aí travando amizade com Einstein. De saúde débil, fez disso uma obses- 
são paranóica nos últimos anos de vida, crendo ser vítima de uma 
conspiração para o envenenar. A certa altura recusou comer, aca- 
bando por morrer no hospital por inanição e desnutrição. Muito antes 
disso, em 1931, mudou radicalmente a nossa perspectiva acerca da 
«verdade» matemática: publicou o artigo Uber formal unentscheidbare 
Sátze der Principia Mathematica und verwandter Systeme (Sobre Pro- 
posições Anteriormente Não Passíveis de Decisão nos Principia 
Mathematica! e Sistemas Relacionados). Nele demonstrou que nenhum 
sistema axiomático, por mais elaborado e consistente que pareça, 
pode ser logicamente perfeito. E se fosse, seria impossível prová-lo; 
não por estar acima das nossas capacidades cognitivas, simples- 
mente por tal prova não existir. Se o leitor perseguisse esse objectivo, 
e fosse bem sucedido a mostrar que a matemática é consistente, esta- 
ria ao mesmo tempo a provar que não é. Curioso, não acha? 


Antes de Gódel os matemáticos defendiam que, uma vez algo 
aceite como «verdade», que 1+ 1 = 2 por exemplo, nenhuma obser- 
vação ou experiência posterior poderia questioná-la, já que as verda- 
des matemáticas transcendem o mundo físico; a lei da gravitação de 
Newton revelou-se falível com o estudo do planeta Mercúrio, tendo 
sido substituída pela teoria gravitacional de Einstein, situação que não 
aconteceria com as leis da matemática. Assim, a validade de qualquer 
proposição deduzida dos axiomas de um determinado sistema era 
sempre verificável. Gôdel demonstrou que não: algumas afirmações 
matemáticas não podem ser confirmadas nem refutadas. Recorreu 





() Obra redigida por Russell e Alfred N. Whitehead (1861-1947) na primeira década do 
século vinte, almejando demonstrar que a matemática é um subconjunto da lógica. 
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também a um paradoxo lógico — o antigo paradoxo grego do mentiroso 
— para suportar a sua tese, que traduziu para termos matemáticos for- 
mulando o teorema T, que estabelecia que 


«O teorema T não pode ser provado.» 


Que raciocínio geral seguiu Gódel? Veja o esquema seguinte. 





Se todos os teoremas puderem 
ser confirmados ou rejeitados, 
então 







O teorema T é provado O teorema T é refutado 








Significa que T 
é uma afirmação falsa; 
T pode ser provado 





Mas T afirma que não pode 
ser provado 















A prova de T, que deveria 
estabelecer a sua veracidade, 
afinal revela que T é falso 






A refutação de T constitui, 
afinal, uma prova do teorema 


Tem-se uma contradição 


A assunção de que cada teorema pode ser confirmado ou refutado 
diz-nos que T pode ser provado se, e apenas se, não puder ser pro- 
vado!... 
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Conclui-se deste modo que qualquer sistema axiomático da mate- 
mática é incompleto: haverá sempre proposições verdadeiras que não 
poderão ser demonstradas a partir dos axiomas; a matemática é 
inerentemente limitada. Implica que entre as proposições verdadeiras 
mas não demonstráveis através de um processo algorítmico, de dedu- 
ções formais, estará aquela que atesta a consistência lógica desses 
axiomas. 


O trabalho de Gódel instituiu um importante ponto de viragem no 
pensamento matemático e filosófico ao fazer-nos ponderar a existên- 
cia de métodos não algorítmicos para estabelecer a validade de uma 
afirmação; abriu-nos para a possibilidade de se demonstrar informal- 
mente uma afirmação que não conseguimos provar no interior da pró- 
pria matemática. O facto de a mente humana poder realizar uma tal 
demonstração metamatemática aponta para que a reflexão e o conhe- 
cimento da realidade não tenham de seguir uma «receita» predefinida. 
Esta capacidade não algorítmica (presumivelmente global) do nosso 
cérebro aparenta não ter paralelo nas máquinas «pensantes». 


Com a invenção da máquina de computação lógica, na base dos 
actuais computadores, Alan Turing (1912-1954) mostrou que existem 
limites à computação. Não sejamos, então, ingénuos pensando que a 
mente humana funciona como um moderno computador, mas evite- 
mos também a imprudência de assumir que um computador não pode 
simular o nosso cérebro. Chegamos assim ao corolário deste nosso 
livro. 








Alan Turing 


«É uma vergonha para a Inglaterra de meados 
do século vinte que as leis e [preconceitos] sociais 
da época tivessem levado [alguém tão brilhante] 
a uma morte precoce.» 


Peter Atkins 


«Se alguém disser que sabe o que é 
a mecânica quântica, não a compreendeu.» 


Richard Feynman 
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Alan Turing nasceu a 23 de Junho de 1912, em Londres. Ainda 
muito jovem, deliciava-se a pensar e resolver problemas. Como tinha 
dificuldade em distinguir o lado direito do esquerdo, pintou uma boli- 
nha vermelha no polegar esquerdo para conseguir deslocar-se com a 
mesma facilidade das restantes crianças. Na adolescência emergiram 
outros obstáculos. Um deles era a crescente consciência da sua 
homossexualidade. Um outro foi o auto-sentimento de indivíduo mais 
intelectual que atlético, o que não era muito conveniente nas escolas 
privadas inglesas dos anos 1920. 


Com um pai funcionário da administração pública da Índia e uma 
mãe oriunda da classe média alta, a expectativa era que Alan arran- 
jasse em breve uma namorada de entre as belas raparigas que conhe- 
ceria nas festas snob londrinas. Trocando as voltas aos desejos 
parentais, o jovem de dezassete anos apaixonou-se por um colega 
mais velho, de apelido Morcom. Construíram conjuntamente um teles- 
cópio para observar o céu noctumo das janelas do dormitório, 
enquanto discutiam animada mas sussurradamente sobre estrelas, 
mecânica quântica e a condição humana. Pouco tempo após travarem 
conhecimento, Morcom morre devido a tuberculose. 


Na esteira deste evento, Alan parece ter perdido toda a fé religiosa 
que eventualmente professasse. Tornou-se convicto de que a alma, tal 
como o corpo, se perde com a morte. Essa nova «fé», num frio mate- 
rialismo, ofereceu o substrato certo à germinação na mente de Turing 
de uma semente lá plantada por David Hilbert. O fruto foi a concepção 
de um dispositivo artificial capaz de «pensar». Se não passamos de 
pó, terá sentido Turing, mecanismos, peças, fios eléctricos e seres 
humanos são uma e a mesma coisa... 


Tudo começou no Verão de 1935, aos vinte e três anos de idade, 
com o interesse por um problema que tinha sido formulado em Paris, 
no início do século, numa palestra pública de Hilbert! Dedicada aos 
problemas matemáticos que o respeitável alemão considerava virem a 
ser os grandes desafios dos cem anos seguintes, fez menção a uma 
difícil questão de lógica que lidava com a possibilidade de realizar 
extensas cadeias de raciocínio. Turing cogita então sobre uma máquina 


(1) No 2º Congresso Internacional de Matemática, ocorrido em 1900. 
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de computação lógica, conhecida também como máquina de Turing, 
para responder ao Entscheidungsproblem (o problema da decisão): 
saber, através de um número finito de passos, se uma qualquer equa- 
ção é solúvel; por outras palavras, comprovar — de uma forma mate- 
mática e sistematizada — a veracidade (ou falsidade) de uma dada 
proposição matemática. Enquanto os restantes investigadores aposta- 
vam numa resolução puramente abstracta do problema, Turing, que 
sabia fabricar rádios e outras engenhocas, acreditava que seria um 
maquinismo a providenciar a resposta. 


A abordagem de Alan Turing focou-se na essência do processo 
que uma pessoa segue quando realiza um cálculo, procurando depois 
descobrir as limitações desse processo: será possível formular uma 
questão (cálculo) que, por mais tempo que seja trabalhada, não virá a 
ter resposta? A primeira concepção da sua máquina foi a de um meca- 
nismo alimentado por sequências de instruções, claras, redigidas pelo 
operador da máquina; esta não tinha de as compreender, apenas exe- 
cutá-las. Turing achava que inúmeros procedimentos, como multiplicar 
números ou fazer um desenho, podiam ser decompostos em passos 
sequenciais lógicos, simples e discretos, «legíveis» por uma máquina. 
Como Turing avançou para atacar o problema da decisão é bastante 
interessante e hábil. 


A dúvida central, recordo, era: existe ou não um algoritmo geral 
para decidir questões matemáticas? A forma mais simples de o saber 
é verificar a existência de um algoritmo específico, mas universal, para 
decidir sobre uma determinada questão. E a questão escolhida foi 
«Será que um certo cálculo atingirá um fim?; que uma computação 
eventualmente parará com um certo input'?» A idealização matemá- 
tica do dispositivo que resolveria este problema foi publicada em 1936, 
sob o título On computable numbers, with na application to the Ents- 
cheidungsproblem (Sobre os números computáveis, com uma aplica- 
ção ao Entscheidungsproblem). Neste artigo, Turing assume que tal 
algoritmo não existe, provando que o «halting problem» (o problema 
da paragem de um cálculo) não pode ser solucionado. Para isso, con- 


(1) Input é um dado, uma informação, por exemplo o número 43 ou 5.367, que introduzi- 
mos num cálculo. 
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cebe uma computação que pára quando, e apenas quando, não pára, 
uma contradição lógica a que Turing recorre inspirado na noção de 
incompletitude de Gódel. 


Como é a máquina de Turing? Uma tira de papel infinitamente 
comprida, dividida em pequenos quadrados, e uma «cabeça» de lei- 
tura e escrita que pode ser programada para responder de um certo 
modo ao que estiver escrito no quadrado examinado a cada momento. 


Figura 8.1. Esquema de uma versão possível 
da máquina de Turing 





Na versão mais simples, cada quadrado na fita de papel tem 
escrito o número 1 ou o número O. Dependendo do seu «estado 
interno» (programação), a cabeça pode ler o quadrado, escrever no 
quadrado ou deslocar-se um quadrado para a direita ou para a 
esquerda. Pensemos, por ora, na seguinte relação: uma máquina de 
Turing — um estado interno a cada momento — uma fita. Assim, uma 
dada máquina executará uma sequência de acções de acordo com o 
que está escrito na fita e de como a sua cabeça foi desenhada para 
responder. Imaginemos então uma máquina que, encontrando-se no 
estado «A», lê na fita o número 1 e o altera para O. Ao fazê-lo, muda o 
seu estado interno para «B» e avança um quadrado para a direita: 
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Nesse novo estado, e nova posição, a máquina encontra na tira o 
número O. O seu estado actual («B») leva a máquina a dar mais um 
passo para a direita; se o número na tira fosse o 1, o estado «B» faria 
a cabeça movimentar-se para a esquerda. Como o leitor já descon- 
fiará, uma cabeça com vários estados possíveis e cuidadosamente 
construída, e instruções bem definidas e lógicas, assegurarão a uma 
máquina de Turing a capacidade de execução de cálculos razoavel- 
mente elaborados. 


Até este ponto uma máquina de Turing consiste numa determinada 
disposição de fita de papel e cabeça de leitura/escrita (com um certo 
procedimento incorporado). E pode acontecer, por exemplo, que uma 
máquina T;! produza o número 400 ao ler o número 25 num quadrado, 
e pare o cálculo; resumimos este resultado escrevendo 74(25) = 400, 
que é impresso pela máquina. Por seu lado, a máquina T> não chega 
ao fim do cálculo, o que significa que não haverá um resultado especi- 
fico quando for alimentada com o dado «número 25»; escrevemos 
agora 7,2 (25) =[ | Uma vez que existem incontáveis combinações 
«estado (programa)/dados (na fita)», sendo impraticável verificar uma 
a uma todas as máquinas possíveis, o matemático inglês percebeu 


(1) Tde Turing. 
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que tinha de trabalhar com uma máquina, universal, que pudesse ser 
programada para emular! qualquer máquina individual de Turing, para 
então decidir, no geral, se o cálculo atingiria um fim. 


É importante salientar que, numa máquina universal de Turing (To), 
são usadas duas fitas de introdução de informação: uma com o pro- 
grama (da máquina T> por exemplo, ou 75 ou 750...) e outra com os 
dados. A máquina universal, ao contrário das máquinas individuais, 
não lê apenas dados, começando por ler o programa que a prepara 
para a leitura de dados. 


A fita com o programa pode ter a informação necessária codificada 
de um modo tão simples, conciso, quanto uma série de uns e zeros. 
Por exemplo, o código «010» poderá significar «se for encontrado um 
O na tira e estiver no estado B, desloque-se um quadrado para a 
direita; mas se ler um 1, altere-o para O e desloque-se um lugar para a 
esquerda». Na execução de diversas operações sucessivamente, a 
fita do programa terá o aspecto ...001010001... Caso seja fornecido à 
máquina universal o programa para a configurar como 74, a introdução 
do dado «número 25» produzirá o resultado 400, ou seja, 
Tu (1,25) = 400. E se existisse uma máquina universal T,2 actuando 
desta forma engenhosa, capaz de decidir se uma certa combinação, 
por exemplo 759 e o número 6, levará ou não a máquina a uma para- 
gem do cálculo? Poupando o leitor a uma dedução suficientemente 
técnica e enfadonha para o fazer parar a leitura deste livro, direi ape- 
nas que Turing demonstrou de forma peremptória não ser possível 
decidir se a máquina T, está incluída na lista de todas as máquinas de 
Turing concebíveis, pelo que não existirá? Logicamente, não há um 


(1) Representar. 

(2) hde hait (paragem). 

(3) Para os leitores mais curiosos, acrescento que Turing apoiou-se numa argumentação 
«diagonal» muito semelhante à que Georg Cantor usou para demonstrar que os núme- 
ros irracionais não são contáveis. Basicamente, elaborou uma amostra da tabela com 
todos os números computáveis possíveis, submetendo-a de seguida à inspecção da 
máquina 7h, que deveria produzir de novo todos os números computáveis; o problema 
é que essa análise (e esta é a parte enfadonha) gera números que deviam mas não 
estão incluídos na tabela original, levando a concluir que a máquina Th poderá decidir 
que o cálculo pára quando, na realidade, não pára. 
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algoritmo geral para clarificar certas questões matemáticas; o Entschei- 
dungsproblem não tem solução; a computação é limitada. 


Apesar disso, Alan Turing compreendeu rapidamente que a sua 
máquina tinha potencialidades extraordinárias, apesar de eu acreditar 
que ficaria muito surpreendido com o que é conseguido pelos actuais 
computadores. Essas potencialidades assentavam na capacidade de 
a máquina de Turing, destituída de uma configuração individual e 
rígida, poder alterar a interacção entre as suas partes constituintes 
segundo as exigências de cada novo problema! 


Compreendeu também que qualquer dispositivo «pensador» que 
ambicionasse a rapidez do pensamento humano teria de ligar e desli- 
gar os seus componentes intemos mais depressa do que está ao 
alcance de meras engrenagens mecânicas. Dependia da electricidade. 
Dependia de muitos e pequeninos interruptores que mudassem o seu 
estado à «velocidade da luz». Os mais avançados interruptores telefó- 
nicos dos anos 1930 eram demasiado grandes. A máquina que Turing 
desejava fabricar estava presa à evolução da mecânica quântica. 


A teoria quântica tem como pilar a ideia de que as ondas compor- 
tam-se como partículas e as partículas como ondas. Foi Max Planck 
(1858-1947) quem deu o pontapé de saída de uma revolução no modo 
como encaramos a matéria. Numa palestra proferida em Dezembro de 
1900 (que ano fantástico, não acha?) na Sociedade Alemã de Física, 
Planck começou por apresentar a radiação como um resultado da 
vibração de átomos e electrões presentes num corpo quente. Tanto os 
antecessores como os contemporâneos de Planck aceitavam que a 
energia de cada um desses osciladores variaria de forma contínua, 
como se subisse ou descesse uma rampa. Pasmando quem o ouvia, 
Planck defendeu que a energia de cada partícula vibratória mudava 
em «saltos», em passos descontínuos, como se subisse ou descesse 
uma escada; a energia, e as partículas que a materializam, vêm aos 
bocados. Não demorou muito a que surgisse e ganhasse raizes (a 
partir da década 1920) o conceito de a matéria ter uma natureza ondu- 
latória, acompanhado pela ideia estranha de os electrões se desloca- 
rem irregularmente, como que teletransportados em «saltos quânticos», 





(1) Aqui emerge o conceito de software. 
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além de estarem a sofrer a todo o instante paragens e arranques súbi- 
tos. 


Torna-se evidente que a concretização de uma máquina infinita- 
mente reconfigurável — um computador programável — teria de passar 
por electrões a mudar de posição, a ir para ali ou acolá, a um nível 
microscópio da matéria sólida, imóvel. Só assim os interruptores 
podiam ser muito pequenos e rápidos, algo que não é realizável com 
peças móveis, sejam «pontes», rodas ou alavancas. O ideal, mesmo, 
era que fossem interruptores atómicos... 


Finda a Segunda Guerra Mundial, período em que Turing esteve 
envolvido na descodificação de mensagens do exército e marinha ale- 
mães, em Bletchley Park, onde chegou a ser montado um mecanismo 
(o Colossus) que se aproximava — no conceito, não em tamanho — da 
máquina universal, o matemático inglês ingressou no National Physi- 
cal Laboratory, nos arredores de Londres. Ainda que dirigido por Sir 
Charles Darwin, neto do mais famoso dos Darwin e um notado gestor 
científico, o laboratório não ofereceu a Turing as condições materiais e 
a motivação — o director achava-o demasiado extravagante, porventura 
desequilibrado — para avançar com a construção do seu computador. 


Nos finais de 1948 Turing mudou-se para Manchester, atrás de um 
rumor que dava como certa a construção de uma máquina semelhante 
a que idealizara nos anos 1930. Cedo descobriu que os planos dessa 
máquina eram menos arrojados do que o rumor fazia crer, decepção 
que potenciou a frieza dos outros matemáticos responsáveis pelo pro- 
jecto devido ao peso invisível, mas sensível, das barreiras sociais; O 
sotaque de escola cara, do sul de Inglaterra, insinuou-se subtilmente 
nas relações entre Turing e os colegas oriundos de classes menos 
favorecidas. Descobriu-se num beco sem saída e, pior que isso, sen- 
tia-se só e abandonado. 


Durante muito tempo pensou-se que apenas existiam dois tipos de 
materiais no que concerne à corrente eléctrica: os condutores, que a 
deixam passar, como o aço ou o cobre, e os isoladores, como o vidro, 
a madeira ou a borracha, que nunca a conduzem. Um dos materiais 
mais abundantes do mundo alterou, tardiamente (que ironia!), este 
estado de coisas. Refiro-me à areia. Perdão, devo dizer... silício. 


124 UMA HISTÓRIA DA MATEMÁTICA 


O silício é o segundo elemento mais abundante (28%) na crosta 
terrestre, perdendo somente para o oxigénio. Na forma de sílica, é 
usado pela Humanidade desde tempos imemoriais, primeiro como 
sílex afiado! e, depois, como vidro e artigos utilitários e decorativos. 
Curiosamente, só despertou o interesse dos químicos no dealbar do 
século dezanove da nossa era. Em 1811, Joseph Gay-Lussac e Louis- 
-Jacques Thénard estiveram perto de isolar o silício ao adicionarem 
potássio metálico a tetracloreto de silício; reagindo violentamente, 
estes dois compostos acabaram por originar uma espécie impura de 
silício que os químicos franceses, por razões desconhecidas, não ten- 
taram purificar. Assim, o crédito da descoberta deste elemento é 
usualmente atribuído ao sueco Jôns Jacob Berzelius, que conseguiu 
obter um pó relativamente puro de silício, amorfo naturalmente. A 
outra forma de silício, a cristalina, foi produzida pela primeira vez, e 
acidentalmente, em 1854 pelas mãos de Herri Deville, que, ao elec- 
trolisar um composto impuro de cloreto de sódio e alumínio, fez surgir 
um silicieto de alumínio; o tratamento com água dissolveu o alumínio, 
deixando para trás uma película brilhante de silício. 


Este elemento mudou o curso da história humana quando o conse- 
guimos num estado ultrapuro, o que é possível fazendo: 


— reagir o zinco com o tetracloreto de silício; 
— a hidrólise térmica do silano (SiH4); ou 


— a redução química do triclorosilano (SiHCla) com hidrogénio 
gasoso. 


O ponto de partida tem de ser necessariamente o silício puro, mas 
o papel que lhe foi dado a desempenhar no nascimento do computa- 
dor electrónico obrigou a que os cristais de silício fossem «contamina- 
dos»2 com outros elementos, como o arsénio, o fósforo ou o boro, 
numa concentração à volta de 1 parte por milhão. O que torna o silício 
com um «pouco» de arsénio, fósforo ou boro tão especial? 


(1) O silício, como sílica ou silicato, não é só areia; é um elemento chave dos minerais 
mais importantes de todos os tipos de rochas. Algumas são particularmente ricas neste 
elemento, como as rochas sedimentares de nome diatomito e silexito. 


(2) O termo original, em Inglês, é «doped», ou seja, drogados, dopados. 
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Os computadores necessitam de transístores. Um transistor é um 
pequeno cristal que desempenha as funções de uma válvula (comuta- 
dor) eléctrica. O silício é um mau condutor de electricidade, a não ser 
que seja (muito) aquecido ou combinado com alguns outros elementos. 
Por isso, é chamado semicondutor, com as tais impurezas, a condu- 
tividade do silício é habitualmente aumentada cerca de 100.000 vezes. 
É já uma forma de regulação da corrente eléctrica, mas o melhor está 
para vir. A aplicação certa dos elementos invasores tem com efeito 
extraordinário os electrões em «excesso» movimentarem-se através do 
cristal silicioso numa dada direcção, com acelerações e desacelera- 
ções mútuas passíveis de ajustamento; caso contrário, com uma cir- 
culação totalmente livre e aleatória dos electrões, o silício não passa- 
ria de um interruptor sempre na posição on. E uma vez que a dife- 
rença de energia entre a estabilidade e a excitação (fuga) dos elec- 
trões num semicondutor é relativamente diminuta, basta uma pequena 
voltagem para pôr os electrões em movimento e o mecanismo em 
acção. Do silício «dopado» aos minúsculos transístores foi um pequeno 
passo. Estava encontrado o interruptor, sólido, controlável, atómico, 
que Turing tanto procurara. 


Alan teve conhecimento dos trabalhos em torno desta nova tecno- 
logia por meio de uma carta enviada em 1948 por um amigo dos tem- 
pos de Bletchley Park. Todavia, o clima relacional existente em Man- 
chester impediu-o de saber mais. A dúvida sobre se tais dispositivos 
estavam efectivamente a ser fabricados fez Turing voltar-se para algu- 
mas das suas antigas reflexões filosóficas e matemáticas, analisando 
as regularidades das espirais das margaridas e de outras plantas e 
dissertando acerca do que significa ser uma entidade solitária; publi- 
cou um artigo sobre a natureza da consciência e a inteligência artificial, 
com um importante impacto, anos depois da sua morte, na emergente 
ciência informática. 

A sua vida amorosa era errática, cingindo-se a encontros ocasio- 
nais. Em Janeiro de 1952, na sequência da denúncia de um assalto a 
sua casa perpetrado por um cúmplice do amante de então, a 
homossexualidade de Turing foi exposta. Naquela época, essa orien- 
tação sexual era um crime grave na Inglaterra. Os serviços prestados 
durante a Guerra — na origem de uma condecoração com a presti- 
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giada Ordem do Império Britânico — asseguraram que Turing não cum- 
prisse pena de prisão. Mas teve de se submeter a um tratamento hor- 
monal, à base de estrogénio, com o pretenso fim de o «curar» da 
homossexualidade. Sofreu mudanças anatómicas (o peito aumentou 
de volume) e dificuldades de concentração. A juntar a isso, um pro- 
fundo sentimento de humilhação. Embora o tratamento tivesse sido 
interrompido no ano seguinte, Alan não recuperou completamente. 
Sem parceiros intelectuais e amorosos à altura, talvez tenha come- 
çado a acreditar que reencontraria Morcom. Muito após a morte deste, 
Turing surpreendeu os colegas citando repetidamente uma frase do 
filme que Walt Disney preparava, A Bela Adormecida. Num dia taci- 
turno de 1954, Alan foi encontrado morto na sua casa de Wilmslow, ao 
lado de um frasco com cianeto de potássio e de uma maçã com mar- 
cas de dentadas... 


ALAN TURING 127 


Ao chegar ao fim deste livro, desta propositadamente breve mas 
inspiradora história da matemática, não consigo deixar de pensar que, 
como a generalidade dos feitos da Humanidade, os avanços e aplica- 
ções desta disciplina são fruto de 10% de inspiração e 90% de dedica- 
ção e esforço, reflectindo os sonhos e desilusões, crenças e incerte- 
zas, capacidades e idiossincrasias das mulheres e homens que nela 
se envolveram. Andrew Wiles tinha dez anos quando leu sobre o 
Último Teorema de Fermat, decidindo então tornar-se matemático 
para provar esse teorema; fê-lo aos quarenta e um anos de idade. 
Indivisível da natureza humana, na matemática, se o sonharmos, con- 
seguimo-lo... 


«O Mestre disse: aos quinze anos dediquei-me de alma e 
coração ao estudo. Aos trinta assentara os meus pés com 
segurança no chão. Aos quarenta anos não era mais ator- 
mentado por hesitações. Aos cinquenta conhecia as ordens 
do Céu. Aos sessenta escutei-as com um ouvido dócil. Aos 
setenta anos podia seguir os ditames do meu coração, pois 
os meus desejos já não ultrapassavam os limites do que 
estava certo.» 


Em Analecios, de Confúcio. 


Nota pessoal 


Ao escrever este livro dei por mim a reflectir sobre o valor, um 
significado para a matemática. Arrisco a partilhá-lo consigo, caro leitor, 
numa opinião muito pessoal, porventura mais titubeante do que dese- 
jaria. Não é matéria fácil... 

Vejo a matemática como uma poderosa mas, na essência, simples 
linguagem simbólica produto do engenho humano, capaz de se adap- 
tar e recrear com as circunstâncias. Nasce, evolui e eventualmente 
morre no cérebro humano. Porque se adequa e descreve tão bem a 
nossa realidade física? A matemática que usamos é a que sobreviveu 
a validação de gerações de perguntas, tentativas esforçadas, provas 
conceptuais e testes práticos. 


O mundo tem a sua lógica própria, a mente humana segue essa 
lógica, inteligível portanto, não devendo surpreender que conceba coi- 
sas com a mesma lógica. Quando entramos em domínios altamente 
complexos, na matemática com o seu quê de «delirante», podemos 
deixar de saber se o que estamos a inferir ou a deduzir virá a ser con- 
firmado pela realidade. Nem importa. Empurrada pelo poder, pela 
imaginação da nossa mente, a matemática tem tecido os elementos, 
regras e dinâmica, enfim, a matriz certa para ser um «recreio» privile- 
giado de «brincadeiras» puramente intelectuais. E não consigo evitar, 
ao recordar o realismo e o intuicionismo, em menor grau o formalismo 
hilbertiano, a impressão de o nosso espírito crítico ser relegado para 
um papel algo passivo, mais actor que director no grande palco da 
vida. A matemática, repito, é um feito assombroso da Humanidade, 
conseguido com alguma inspiração e muito trabalho — esta é a crença 
que me conforta. 

A redacção desta pequena história da matemática fez-me tomar 
consciência de um outro aspecto deveras interessante. Ao contrário 
do que poderá pensar o leitor, não me formei em matemática nem em 
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filosofia, embora tenha mantido com ambas uma relação estreita, O 
que não admira dado ser biólogo. Ao aceitar o desafio lançado pelo 
meu editor, senti de imediato que dependeria de alguns «gigantes» 
intelectuais para levar o projecto a bom termo, alguém como lan Ste- 
wart, Peter Atkins, Charles Van Doren ou Keith Devlin. Podia limitar- 
-me a deixar cair sobre mim o seu olhar complacente, mas subi — com 
suor e algum arrojo — até ao planalto dos seus ombros. Por favor, não 
me julgue já imodesto. 

Essa subida teve um efeito singular: apesar da minha «pequenez», 
os meus olhos elevaram-se um pouco acima dos dos «meus» gigan- 
tes e, inevitavelmente, afastei a linha do horizonte; vi mais longe. 
Quero com isto dizer que, ao emprestar a minha inteligência, sensibili- 
dade, dúvidas e reflexão ao conhecimento que recebi, gerei conheci- 
mento novo e, mais relevante, conhecimento acessível e significativo 
para mim; reperspectivei-o e filo meu. Depois, através deste livro, par- 
tilhei-o com o leitor. Espero sinceramente que' não concorde com 
alguns dos meus pontos de vista, que discuta e ponha em causa a 
minha argumentação. Significa que /eu este livro e o tornou seu, subiu 
mais alto... Talvez, neste caminho, tenha ficado a apreciar mais a 
matemática. Para mim, foi uma maravilhosa etapa de crescimento 
pessoal. 


«A matemática pura consiste inteiramente em afirmações do 
tipo: se tal e tal proposição é verdadeira de qualquer coisa, 
então uma outra proposição tal e tal é verdadeira dessa 
coisa. É essencial não analisar se a primeira proposição é 
realmente verdadeira, nem mencionar o que é o qualquer 
coisa de que é suposto ser verdadeira... Se a nossa hipótese 
é sobre qualquer coisa e não sobre alguém ou coisas mais 
particulares, então as nossas deduções constituem aquilo a 
que chamamos matemática. Por isso, a matemática pode ser 
definida como a disciplina em que nunca sabemos sobre o 
que é que estamos a falar, nem se o que estamos a dizer é 


verdadeiro.» 


Bertrand Russell, Recent work on the principles of mathematics, 1901. 
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